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Prodlogo

En el curso 1999-2000 comenzé a impartirse en la Facultad de Ciencias de la Universidad
del Pafs Vasco la titulacién de Ingenierfa Quiniica.

Dentro de dicha titulacién se nos asigné a las profesoras Marfa Begona del Hoyo y Virginia
Muto, la docencia de la asignatura de “Fundamentos Matemdticos para lo Ingenieria”.
Como el temario era amplio v el tiempo que tenfamos para dedicar a nuestros alumnos era
corto, decidimos preparar unos apuntes que les sirvieran de ayuda para “no perderse”por
la asignatura y adentrarse asi en el mundo de la Matematica que consideramos bésica
para poder desarrollar con éxito su formacién en la Facultad.

Desafortunadamente nuestra experiencia nos dice que los alumnos que llegan a primero
de Ingenierfa Quimica carecen del hébito e incluso en muchos casos de la capacidad para
el estudio y correcta interpretacién de los textos usualmente disponibles en el mercado.
La motivacién principal que nos ha inducido a escribir este libro y probablemente nuestra
aportacion original esencial al mismo. ha sido la de producir un texto que pudiera jugar
un papel intermedio entre el profesor-tutor y los textos ordinarios, por decirlo en otras
palabras que proveyera al alumno con una especie de servicio de tutorizacién impresa,
haciéndoles facilmente digerible ideas, conceptos y métodos expresados de forma menos
elaborada y compacta en otras obras.

Después de dos afios de andar con hojas “para adclante ¥ para atrds”hemos creido conve-
niente publicar estos apuntes en formato libro con el Gnico objetivo de que para nuestros
alumnos sea més facil disponer de los apuntes completos de la asignatura desde el primer
dia de clase.

Para confeccionar dichos apuntes nos basamos en los siguientes libros:

N. Piskunov: Célculo Diferencial e Integral. Montaner v Simén, Barcelona, 1978.

E. Marsden & A. J. Tromba: Céleulo Vectorial. Addison-Wesley Iberoamericana, 1987.
L. Salas & E. Hille: Calculus - Céleulo de una v varias variables con geometria analitica.
Reverté. 1995.

B. P. Demidovich: Problemas v cjercicios de Analisis Matematico. Paraninfo, 1969.

B. P. Demidovich: 5000 Problemas de Analisis Matemético. Paraninfo, Madrid, 1990.
M. Spivak: Célculos. Célculo Infinitesimal. Reverté. 1970,

J. Martinez Salas: Elementos de Matemdticas. Gréaficas Andrés Martin, Valladolid, 1977.
S. Lipschutz: Algebra Lineal. McGraw-Hill, 1992.

M. Castellet & I. Llerena: Algebra Lineal y Geometrfa. Reverté, Barcelona, 1992.

E. Tebar Flores: Problemas de Célculo Infinitesimal. Tebar Flores, Albacete.

A. Luzarraga: Problemas resueltos de Algebra Lineal, Romargraf, 1966.

¥y en otros apuntes que en nuestra experiencia docente de largos afios habfamos ido acu-
mulando.

Agradecemos cualquier sugerencia que los lectores nos hagan, para poder subsanar en el
futuro defectos v errores en el trabajo que deben ser imputados a nuestra tnica respon-
sabilidad. Siempre con el objetivo de conseguir un texto 1itil para nuestros alumnos de
Ingenierfa Quimica y si es posible. también. para alummnos de otras secciones.



Agradecemos la ayuda inestimable de César. sin la cual no hubidsemos podido “arvancar” el
1 de Octubre de 1999, a nuestros maridos Alberto v Jon por sus priweras lecturas v eriticas
v a nuestros hijos Patxi, Ana, Ane Miren y Mikel. que sobre todo el primer curso tuvieron
que aguantar a unas madres que eran un manojo de nervios.

Leioa. Junio 2001
Begoiia v Virginia
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Capitulo -1

Introduccion histoérica

Es oportuno decir algo acerca de la historia del cdlculo. Sus origenes se remontan a la Gre-
cia antigua. Los antiguos griegos elaboraron muchas cuestiones (a menudo paraddjicas)
sobre las tangentes, el movimiento, el drea, lo infinitamente pequefo, lo infinitamente
grande -cuestiones que se han visto aclaradas y han hallado su respuesta con el cdlculo.
En algunos casos, los griegos aportaron respuestas (algunas muy elegantes) pero, en ge-
neral, sélo formularon las preguntas.

Después de los griegos, el progreso fue lento. La comunicacién era limitada y cada erudito
estaba practicamente obligado a partir de cero. A lo largo de los siglos se concibieron
algunas soluciones ingeniosas para los problemas del tipo de los que se plantea el cdlculo,
pero no se elaboraron técnicas generales. El progreso se vio obstaculizado por la carencia
de una notacién conveniente. El dlgebra. fundada en el siglo noveno por los sabios drabes,
no fue plenamente sistematizada hasta el siglo dieciséis. Posteriormente, en le siglo dieci-
siete. Descartes establecié la geometria analitica, sentando la base del desarrollo ulterior.

El invento del cdlculo es atribuido a Sir Isaac Newton (1642-1727) y a Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716), uno inglés y el otro alemén. El invento de Newton resulté ser una de
las pocas cosas buenas que la gran epidemia de peste bubdnica aporté a la humanidad. La
plaga forzé el cierre de la Universidad de Cambridge en 1665 y el joven Isaac Newton, del
Trinity College, volvié a su casa de Lincolushire para pasar dieciocho meses de meditacién
de los cuales nacieron su “método de las fluziones”, su “teoria de la gravitacién” y su
“teoria de la luz”. El método de las fluxiones es lo que nos concierne aqui. Un tratado
con este titulo fue escrito por Newton en 1672, pero no fue publicado hasta 1736, nueve
afios después de su muerte. El nuevo método fue anunciado por primera vez en 1687,
pero en términos generales muy vagos, sin simbolismo, férmulas o aplicaciones. El propio
Newton parecfa muy reacio a publicar nada tangible acerca de su descubrimiento, y no
es sorprendente que el desarrollo en el Continente, pese a su iniciacién tardia, pronto le
adelantase v superase.

Leibniz inicié su trabajo en 1673. ocho afios mds tarde que Newton. En 1675 estableci6

15



CAPITULO -1. INTRODUCCION HISTORICA

la notacién moderna bisica dr v [. Sus primeras publicaciones aparecieron en 1684
y 1686. Causaron poco impacto en Alemania. pero los hermanos Bernoulli de Basilea
(Suiza) recogieron sus ideas v las enriquecieron con otras muchas. A partir de 1690. el
céleulo crecié rapidamente alcanzando. practicanente. su estado actual en unos cien anos.
Algunas sutilezas tedricas no fueron plenamente resueltas hasta el siglo veinte.

16



Capitulo 0

Conceptos Basicos.

0.1 Los nuimeros reales.
Conocimientos previos.
Preferentemente algebraicos necesarios para el comienzo del temario de la asignatura.

Conjunto: es una coleccién de objetos. Los conjuntos se representan por letras mayusculas.
Los objetos de un conjunto se llaman elementos. Los elementos se representan por letras
minusculas. :

2 € A se lee: el elemento x pertenece al conjunto A.
T ¢ A se lee: el elemento z no pertenece al conjunto A.
Los conjuntos se definen:
¢ Por extensién: enumerando cada uno de los elementos que lo forman:
A={a,ei,0,u}.

ee Por comprensién: dando la propiedad caracteristica que cumplen todos los ele-
mentos del conjunto y solamente ellos.

A= {letras wvocales}

B={zeN/ z2-9=0}

C={z/ OX<r}
Si Ay B son conjuntos, diremos que A estd incluido en B si v sélo si todo elemento
de A también es un elemento de B. Con simbolos se representa: A C B.
Si A estd incluido en B, diremos que A es un subconjunto de B.

Dos conjuntos A y B se dice que son iguales si y s6lo si contienen exactamente los
mismos elementos. A=B <= AC By BC A.

17



CAPITULO 0. CONCEPTOS BASICOS.

Al conjunto que no tiene ningtin elemento se le llama conjunto vacio v s¢ representa
por 0.

Si A es un conjuto cualquiera: (C A.

) v A son subconjuntos de A llamados impropios. de existir otros subconjuntos de A.
se llaman subconjuntos propios.

Ejemplo. Si A = {a, b, c} son subconjuntos de A: 0. A. {a}. {0} . {c} . {a.b} . {0. SRR LRSS

Al conjunto formado por todos los subconjuntos posibles de A se llama: conjunto de
partes de A y se denota por P(A). En el ejemplo anterior:

P(A) ={0,A, {a}.{b} . {c} . {a.b} {a.c} . {b.c}} ={S/ SCA}
Si el conjunto A tiene “n”elementos. P(A) tiene 2" elementos.

Dado un conjunto A y un subconjunto S de A. se llama complementario de S respecto
de A, al conjunto formado por todos los elementos de A que no pertenecen a S.
Se representa por
S 6 & ¢ &
S=5=8={zecA/ 2¢5)}

Operaciones entre conjuntos
1) Unién de conjuntos

AUB={z/ z1€A ¢ z2€B}

Ejemplos.

1. A={ab.c}, B={cd} AU B ={a.b.c.d}
2. A={z/ 0<z<1}, B={0.1} AUB={z/ 0<r<1}
3. A={z/ z<-1}, B={z/ =<0} AUB={z/ 1<0}

2) Interseccién de conjuntos

AnB={z/ z€A vy x2€DB}

Ejemplos.
1. A={z/ z<-1}, B={z/ =<0} ANB={x/ x<-1}
2. A = conjunto de todos los ntimeros no negativos
B= conjunto de todos los niimeros no positivos AnB={0}

18



0.1. LOS NUMEROS REALES.

Silos conjuntos A y B no tienen ningtin elemento comin se dice que son disjuntos
v se escribe AN B =0,

Leyes de Morgan
(AUB) = AN B¢

(AN B)“ = AU B¢
Nota. Repasad las demds propiedades de la union y la interseccidn.
Otras operaciones
3) Diferencia de conjuntos
A-B={z/z€A y z2¢B}={z/zcA y 2B’} =AnB"

Producto cartesiano. Si Ay B son dos conjuntos no vacios, entonces A x B, el producto
cartesiano de A y B, es el conjunto de todos los pares ordenados (a,b) cona € Ay b€ B.

AxB={(a,b)) a€A y be B}
Ejemplo. Si A ={1,2,3} , B=/{a,b}
Ax B={(1,a),(1,b),(2,a),(2.0),(3,a),(3,b)}
e Si A tiene n elementos y B m elementos, A X B tiene n - m elementos.
ee Si A=DB A x B =se representa por = A’
QOjo: Ax B# B x A (salvo cuando A = B).
Correspondencias

Definicidn. Se dice que f es una correspondencia entre los elementos de un conjunto A
v los elementos de un conjunto B y se representa por f: A — B 6 f: A f B cuando
—

se da un procedimiento que permita asociar elementos del conjunto A con elementos del
conjunto B.

Ejemplo.

a A se le llama conjunto inicial v a B conjunto final.

19



CAPITULO 0. CONCEPTOS BASICOS.

Se llama conjunto original de una correspondencia f : A —— B al subconjunto de A
formado por los elementos en los que estd definida la correspondencia

orig(f) € A

Se llama conjunto imagen de una correspondencia f: A — B al subconjunto de B
formado por las imégenes de los elementos del conjunto A

Im(f)C B
A = conjunto inicial = {a.b.c.d}

B = conjunto final = {1.2.3.4}

orig(f) = {a.c.d}

Im(f) = {1.

o
e
Nt

Aplicaciones

Definicién. Se dice que f es una aplicacién de A en B. si f es una correspondencia en
la que todo elemento de A tiene imagen y esa imagen es Unica.
f:A—B VYzeA 3! yeB [ flr)=y

Ejemplo. Una funcién f es una aplicacién f : D — B donde D es el dominio de
definicién o campo de existencia de la funcién. Se dice que f es una funcién definida
sobre D con valores en B.

Ejemplo.
f(I) - .7)2 _ 3

f:D— donde D:R—{f\/i\/g}.

Aplicaciones especiales
1) Aplicacién constante. Una aplicacién f: A — B se dice que es constante si
flry=K VzxeA

2) Aplicacién identidad. La aplicacién identidad es una aplicacion i : A — A tal que

3) Aplicaciones iguales. Dos aplicaciones f: A— By g: A4 — B son iguales si

Tipos de Aplicaciones

20



0.1. LOS NUMEROS REALES.
1) Una aplicacién f : A — B se dice que es inyectiva si
fla) = flzs) = 21 =12
6
Ty # T2 = f(71) # f(22).
2} Una aplicacién f: A — B se dice que es suprayectiva (o sobreyectiva) si

Im(f) = B,esdecir, siVy€ B 3 almenosunz € A/ f(z)=y.

3) Una aplicacién f : A — B se dice que es biyectiva, si es inyectiva y suprayectiva

VyeB 3! z€A | flz)=y.

Correspondencia reciproca. Aplicacién reciproca

Sea f una correspondencia de A en B. Se llama correspondencia reciproca de f y se
representa por f~! a la correspondencia de B en A.
La correspondencia reciproca de una apliacién no tiene por qué ser aplicacidn.

Para que la correspondencia reciproca de una aplicacién f sea aplicacién, es preciso que
f sea biyectiva.

Ley de composicién interna

Definicién. Dado un conjunto A, se llama operacién o ley de composicién interna sobre
A, atoda aplicaciln de Ax A— A / (a,b)—c

A “¢” se le llama resultado o compuesto de los elementos a y b por la citada ley.

Una ley de composicién interna se denota por los siguientes signos: *, T, L, ®,+, X, -, ...
etc.. Sila denotamos por ejemplo por *, que al par (a,b) — ¢ se escribe a x b = c.

Propiedades que puede tener una ley de composicién interna

Sean * v T dos leves de composicién interna definidas en un conjunto A
1) asociativa. ax*(bxc)=(axb)*xc VabcecA

2) conmutativa. axb=0bxa Vo b€ A

21



CAPITULO 0. CONCEPTOS BASICOS.

3) elemento neutro. Se llama elemento neutro al elemento e € A tal que

exa=axe=a Va€EA

4) elemento simétrico. Sea = una ley de composicién interna sobre A la cual admite
elemento neutro ¢ € A; se llama elemento simétrico del elemento a € A al elemento
a' € A tal que

axo =axa=e

Al elemento a se le llama elemento simetrizable.

Si todos los elementos de A son simetrizables, entonces la ley de composicién interna
se llama simétrica.

5) distributiva. ¥ a,b,c € A
ax(bTe)=(axb)T(axc), * distributiva a la izquierda respecto a T.
(aTh)xc=(a*xc)T(bxc), = distributiva a la derecha respecto a T.

Si se cumplen las dos distributivas: = es distributiva respecto a T.

Ley de composicién externa

Dados dos conjuntos K y A, toda aplicacién F : K x A — A se llama ley de CoONposicion
externa sobre el conjunto A.

Un conjunto en el que se han definido una o més leyes de composicién interna v eventual-
mente una o mds leyes de composicién externa, se dice que es una estructura algebraica.

Algunas estructuras algebraicas

Sea A # 0 un conjunto en el que hay definida una ley de composicién interna * que es
asociativa, entonces se dice que (A, *) es un semigrupo o bien que A tiene estructura de
semigrupo respecto de *.

Qi ademss * es conmutativa, (A, *) es semigrupo conmutativo.

e Grupo. Sea G # (0 un conjunto en el que se ha definido una ley de composicién
interna que cumple las propiedades:

. Asociativa
.
. Elemento neutro
« Simétrica
(G, *) es un grupo; si ademds * es conmutativa = (G. *) grupo conmutativo
o abeliano.
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e Anillo. Sea A un conjunto en el que estdn definidas dos operaciones *, T, tales que:

1) (A, =) grupo conmutativo.
2) (A, T) semigrupo.

3) T es distributiva respecto a *, entonces se dice que (A, %, T). Es un anillo.

+ Si T es conmutativa => (4, x, T) anillo conmutativo.

«S5iZ n€eA / aTn=nTa=a VaeA(nneutrorespectoa T)= (4,*, T)
anillo unitario.

Divisores de cero. Sea (A, T) un anillo. Sean a,b € A tales que a # ¢ y b # e.
Se dice que a y b son divisores de cero si «aTh = e.

e Anillo de integridad: es un anillo sin divisores de cero.

» Dominio de integridad: es un anillo conmutativo y unitario sin divisores de cero.

e Cuerpo. Se llama cuerpo a un conjunto K en el que estdn definidas dos leyes de
composicién interna *, T para las cuales se cumple:
1) (K. *) grupo.
(K —{e}.T) grupo.
3) T es distributiva respecto a x.

Si ademds T es conmutativa — (K, =, T} es cuerpo conmutativo.

e Espacio Vectorial. Dado un cuerpo (K, *, T), se dice que el conjunto V' tiene
estructura de espacio vectorial sobre el cuerpo K si:
1) En V hay definida una ley de composicién interna (simbolizada por “+7):
VxV S Vital que (V,+) es grupo conmutativo.
2) En V hay definida una ley de composicién externa (simbolizada por o):

KxVv 2 v que cumple las propiedades

a) Vae K VZ,yeV = ao(f+7)=acf+acf

b)Va e K VZIeV = (a+3)oT=qaof+ FoF
c)Va e K VZgeV = ac(3%)=(af)oF

d) V¥el = noZ=7slendon el neutro de K respecto a T

e Los elementos del espacio vectorial V' se llaman vectores y se suelen representar

o Los elementos de /A reciben el nombre de escalares v se representan por . 3,7, . . .
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Durante muchos siglos los nimeros han sido utilizados en la matematica sin una defincién
precisa de ellos, por este motivo, sus propiedades eran estudiadas apovandose en ideas
intuitivas, sin dar una demostracién rigurosa.

El conjunto infinito més sencillo es el de los nimeros naturales N = {1.2.3.4....}.
Este conjunto cumple los siguientes principios:
e Principio de induccién matemaética.
Una propiedad P(z) es verdad para todos los niuneros naturales z siempre que se
cumplan estas dos condiciones:
a) P(1) es verdad (significa ue cumple la propicad P el elemento 1).
b) Si P(k) es verdad. entonces P(k + 1) es verdad.

. 1)
Ejemplo. Demostrar que N cumple: 1 +2+ ... +n = ﬁ(n—;——)
1(1+1
a) para n = 1 efectivamente 1 = (—;l

b) Supongamos que se cumple para k. veamos si se cumple para k + 1

ﬂk:—l)n%k—i—l):
hDE+2) R+ ((k+1D+1)
2 B 2

1+2+.. . +k+(k+1)= -

EE+1)+2(k+1)
2

ee Principio de induccién magnética. (Es una variacién del principio anterior).
Una propiedad P(z) es verdad para todos los naturales v siempre que
a) P(1) sea verdad.
b) Si P(1),P(2),....P(k) es verdad. entonces P(k + 1) es verdad.
Los dos principios son equivalentes.

ees Principio de buena ordenacién.

Todo subconjunto del conjunto de los nimeros naturales no vacio, tiene elemento
minimo.

Conjunto de los nimeros enteros Z = {....-3.-2.-1.0.1.2.3... -}

Podéis comprobar que (Z, +) tiene estructura de grupo conmutativo. No ocurre lo
mismo con (Z. x)
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Los ntimeros racionales Q se definen de la siguiente forma

Q={§/ p,g<€Z A q;éo}.

(Q-, +, X) tiene estructura de cuerpo conmutativo.

Los ntmeros racionales pueden expresarse en forma de fracciones decimales finitas
o periddicas infinitas.
= 06.

Ejemplo. —2 = — =, = (5,

1

12

Los niimeros en forma de fracciones decimales infinitas, no periédicas, no son nimeros
racionales y se les denomina ndmeros irracionales, 1.

Ejemplo. 7,V7,—V2.e, ...

Wl Ko

Veamos que efectivamente /2 no es un nimero racional. Hagamos la demostracién
por reduccién al absurdo, es decir, supongamos que V2 eQ.

Sea V2 = 2, donde p y g sean numeros primos enteros, es decir m.c.d.(p,q) = 1,
q

V2g=p = 2¢°=p’ = pespar.
luego p se puede expresar p = 2p’. Entonces
0= (W) =2=4" = =200 =
= gespa = mcdipq)#l1
hemos llegado a una contradiccién pues partiamos de que p y g eran primos.

La unién de los nimeros racionales e irracionales se llama conjunto de miimeros
reales R.

R es un conjunto totalmente ordenado.

Los nimeros reales se representan en una recta infinita en la cual se determina un
punto fijo O al que se le hace corresponder el cero, y los nimeros positivos se colocan
a la derecha de O y los negativos a la izquierda.

[ I

-2 =372 0 172 1 JZ

Se llama recta real o eje nunérico.
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CAPITULO (. CONCEPTOS BASICOS.

Entre los nimeros reales v los puntos de la recta anterior existe una correspondencia
biunivoca: a cada punto le corresponde 1n solo niimero real v reciprocamente a cada
numero le corresponde un solo punto.

O I \IT

Debido a esta correspondencia biunfvoca se suele decir indistintamente “ntmero a”v
punto “‘a”.

Una propiedad importante de los ntimeros reales es la de densidad. Entre dos
nimeros reales cualesquiera existe una infinidad de nimeros racionales v una infi-
nidad de nimeros irracionales.

Dos conjuntos se laman coordinables cuando entre sus clementos se puede esta-
blecer una correspondencia biunfvoca.

Los conjuntos coordinables se dice que tienen la misma potencia.

Se laman numerables los conjuntos que tienen la misma potencia que el conjunto
de los nimeros naturales. es decir. aquellos para los que se puede establecer una
correspondnecia biunivoca entre sus elementos y los mimeros naturales.

El conjunto formado por la reunién de un nimero finito de conjuntos
numerables es numerable. Pues si son:

‘/1113(1‘1.(72.... PR

442 : bl.b’_).v,. 4{)72....

basta formar el conjunto

que es evidentemente numerable.

Todo conjunto numerable de conjuntos numerables es numerable. En
efecto, sean A;. Ag, ... . Ay ... los conjuntos, v sus elementos:

U U1 e e oo A
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UL U2+ v s Uy - - -, A
UL, U2 -+, Usn, -+ - A

Se pueden numerar siguiendo el esquema:
©C—=0 O0—0 o @

/////

o o
¢////
©c o o
///
o © o o o

i
¥ /
© @] O @ ©} © [©) @
Es decir
U11, Ul2y - - - U1, UL, U2, U3, Urg, U3, U2, - - -

Podéis observar que hemos tenido en cuenta que la suma de los subindices sea

Poniendo ., = — se deduce como consecuencia inmediata que el conjunto de
n

los niimeros racionales es numerable. Observad que los niimeros enteros y algunos
fraccionarios son contados infinitas veces, pero esto no altera el resultado en virtud
de la propiedad siguiente

Si de un conjunto numerable se extrae un conjunto parcial, queda otro
numerable.

Todo conjunto en que cada elemento uy, . depende de k indices que toman valores

naturales es numerable.

El conjunto de los ntimeros reales del intervalo (0,1) no es numerable.

El conjunto de los niimeros reales ampliados - o recta real ampliada - se define por

—xxc<z Yzek

R=R U {_OC+OC} siendo { 4+ >z Ve eR

Conjuntos acotados, supremo e infimo

Definicién. Un conjunto 4 C R se dice que estd acotado superiormente, si existe
un numero real k. tal que x <k V2 € A. k se llama cota superior de A.

Definicién. Un conjunto 4 C R se dice que estd acotado inferiormente, si existe un
numero real ¢. tal que x > ¢ V 2 € A. ¢ se llama cota inferior de A.
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Definicién. Un conjunto A C R esté acotado. cuando lo estd superior e inferiormente.
O también cuando existe un ndmero real & > 0. tal que |x] < k YV z € A (es decir.
—k<z<k).

Definicién. Se llama supremo {0 extremo superior} de un conjunto A a la menor de
sus cotas superiores.

Definicién. Se llama infimo (o extremo inferior) de un conjunto A a la mavor de sus
cotas inferiores.

Si el supremo pertenece al conjunto A se llama maximo. Si el infimo pertenece al conjunto
A se llama minimo.

Ejemplos.
1. Sea A = {1%%%} = {% n EN}
Cota superior minima = supremo = 1
Cota inferior maxima = infimo = 0

A tiene méximo pues 1 € A

A no tiene minimo pues 0 ¢ A

o

A={1,3.57.. .}={2n~1LneN}

A no estd acotado superormente. aunque s estd acotado inferiormente v ademds
tiene minimo que es 1.

Valor absoluto de un nimero real. Propiedades.

Se llama valor absoluto (o médulo) de wn nimero real a ¥ se representa por |a| al mimero
a st a>0
la| = :
—a si o0<0

también se suele definir
\a] = max {a. —a}

la| = Va2,

. 1 1
Ejemplos. |3} =3, ]—5 =3 0] = 0.

1

De la definicién se deduce que para cualquier nimero a se verifica que a < [ar].
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Propiedades del valor absoluto

1) Ja|=0<a=0 VaeR

2) |—al = ol

3) labj = la| bl

4) ja+b| <la|+ b/ (desigualdad triangular).

Demostracidn:

(a+b)* = a2+ 2ab+b* < |a2 + 2al|b] + b2 = (|a] + |b])?

= /{a+0)2 < /{ja + [b]}? es decir. |a +b| < |a] + 0] c.q.d.

) llal = |blI< fa —b].

Ut

Demostracién:
llal — 8112 = (la] — [bl)* = laf? = 2lallb] + [b[? < a* — 2ab+ 8 = (a — b)?

Hemos obtenido

lla] = [o]1* < (a— b)? luego |fa| — [bl] < /{a — )7 = |a — b] c.q.d.

6) loj<b = -b<a<d. 1
-b a b

-~I

Jlal >b <= a<-b 6 a>b(b>0,sib<0ladesigualdad siempre es
cierta)

o]
=

la—b <ée=b-06<a<b+i. \

9 0<]a—bl<bé=b-6<a<b 6 b<a<b+é

Distancia entre dos niimeros reales (interpretacién geométrica del valor abso-
luto)

Por definicién la distancia entre dos ntimeros reales a y b es d(a,b) = |a — b|.
Es evidente que

d(a,b) = d(b.a) pues d(a.b0) = |a— 0| = |(-1)(b—a)| = |-1||b—a| = b — a| = d(b,a)
la| = d(a,0).
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Intervalos. Dados a.b € R, donde a < b se llama intervalo abierto de extremos a v b.
al conjunto de niumeros reales tales que son mavores que ¢ v menores que b. A "a"se le
llama extremo inferior del intervalo v a “b”extremo superior.

La definicién anterior de manera formal se expresa

(a.b)={zeR/ a<z<b} <
a b
Intervalo cerrado
a0 ={z€eR/ a<z<bh} f 4
a b
Semiintervalos

abierto a la izquierda y cerrado a la derecha
(a,b) ={zeR/ a<z<b} |

a b
cerrado a la izquierda y abierto a la derecha
[ab)={zeR/ a<z<b} 1
a b
Como caso particular se definen los “intervalos infinitos”
(—00.b) ={zr e R/ =z <b} &
] b
(—oc, bl ={z e R/ z<b} - \
b

(a,0c)={reR/ z>a};

[a,0¢) ={r eR/ z>a}. :

Entornos (son casos especiales de intervalos)
Se define entorno abierto de centro a y radio ¢ v se representa por e{a. &) ¢ N{a. &)
al conjunto de nimeros reales tales que su distancia a a es menor que &, es decir

€(a.8) ={reR/ dx.a)<é}={reR/ lx—al<b}=(a-ba~+ ).

|
t )
a- o a a+ o

Entorno cerrado de centro ¢ y radio ¢
o8] ={xeR/ |lr—a| < =la—-ba+ &l

Entorno reducido de centro a y radio ¢ es el entorno de centro a v radio & en el cual
hemos “excluido”el centro a

aé8)={reR/ 0<|z- aj <} =(a—6a)Ulea+ &) = ela. &) = {a}.
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Nota. En la practica se suele trabajar mds con los entornos abiertos que con los cerrados,
por ello, cuando hablemos de “entorno”nos referiremos a los abiertos salvo que se diga o
especifique que és cerrado.

Ejercicios.
1) Decir si estan acotados los siguientes conjuntos:
A=(2,3);
—{ 2220
={1,-1,2,-2,3,-3... ,n,—n}.
2) Resolver las siguientes desigualdades:
a) 16z + 64 < 16;
b) 3z+5> Ha —2);
¢) 3z —2<1+6x;
d) 22+2z-2<0;

e) 22 -3z +2>0;

f) z{z —1)(z—2) >0,

g) 62 + 4z +4 < 4z —1)%
h) 2 <

Hr+ix1

e

) i <2

1) ¥ < g

) £ > 0

3) Resolver las siguientes ecuaciones e inecuaciones:

a) lz—3|=8

b) |z +4] <2

¢) |z >3;

d) |5z -1} >9;

e) |z — 16/ > 9;

f) |3z -3 < 3;
Jlr=1ljlz -2/ >1;
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h) |z — 1}z + 3] = 3
D) lz—1jz+1=0;
o<|z—3 <2
4) Sean a y b niimeros reales no negativos. Demostrar que si a® < b entonces a < b.
(Indicacién: 8% — a? = (b+ a)(b—a)).
5) Sean a y b nimeros negativos. Demostrar que si a? < b* entonces a > b.

6) Sea a € R demostrar que

a) si a > 1 entonces a® > a;

b) si 0 < a < 1 entonces a” < a.
7) Sean a,b,c,d € R demostrar quesi0 <a<b v 0<c¢< d entonces ac < bd.
8) Resolver las siguientes inecuaciones:

a) |z —3| < |z%—1];

b) jle — 1|+ 7< z + 3;

c) |z? —6] > |z +3[.

0.2 Sucesiones de nimeros reales.

Definicién. Una sucesién de nimeros reales o, abreviadamente sucesion, es una
funcién del conjunto N en el conjunto R. tal que a cada nimero natural le va a hacer
corresponder un nimero real.

Asi pues las funciones definidas para cada niimero natural mediante

aln)=n-1. b(n)= "Qn'l, c(n) = vn.d(n) = vinn, e(n) = &

7

son todas ellas sucesiones de nimeros reales.

El niimero a(n) denominado n-ésimo término de la sucesion a se designa abreviadamente
como a,. La sucesién misma se denota por {a1.az.... NS

Por ejemplo, la sucesién de reciprocos a(n) =

plemente a(n) = 1 o escribiendo {1.3.5.... 3

¥ n € N puede definirse haciendo sim-

1
o incluso {%}

La sucesién de raices de 10, a(n) = 105 ¥ n € N puede indicarse mediante a(n) = 107
o bien escribiendo {10. 102,103, ... } 6 {1(]%}

Las nociones desarrolladas para funciones en general (que visteis en el curso an-
terior), son aplicables a sucesiones.
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e Si{a.} y {b.} son dos sucesiones de ntimeros reales
e {a'n} + 3 {bn} = {QCL" + ﬁgbn} N {an} - {bn} = {a'n . bn}

también son sucesiones y supuesto que ninguno de los b, sea cero
=l I i
= — y —_— = —
{bn} by, {bn} br,

Ejemplos. Sean {a,} = {1,2,3,..:} ={n}. {r={L3%3...}={%}

R
{an} - {0} = {0} {l} _ {%} _
-5

¢ Una sucesién estd acotada superiormente cuando sus términos se mantienen
menores o iguales que un cierto nimero k;. k; recibe el nombre de cota superior.

también son sucesiones.

e Una sucesién estd acotada inferiormente cuando sus términos se mantienen
mayores o iguales que un cierto nimero ky. k; recibe el nombre de cota inferior.

¢ Una sucesién estd acotada cuando lo esta superior e inferiormente o cuando todos
sus términos en valor absoluto son menores o iguales que cierto niimero positivo k.

Ejemplos.

— La sucesién {77} estd acotada inferiormente por 0 y superiormente por 1

0<-<1 ,¥yneN

I

— La sucesién {2"} estd acotada inferiormente por 2,2 < 2", ¥n € N pero no esté
acotada superiormente, pues no hay un niimero fijo M que satisfaga 2™ < M,
¥YnéeN

— La sucesién a(n) = (—1)"2" puede escribirse {—2,4,—-8,16,—-32,64,...} y
venos que no estd acotada ni superior ni inferiormente.

o La suma de dos sucesiones acotadas es una sucesién acotada.

e El producto de dos sucesiones acotadas también es una sucesién acotada.
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¢ El producto de una sucesién acotada por un mimero real. es una sucesion acotada.

Definicién. Se dice que una sucesién {a,} es

a) creciente & a, < ap-;, YV nEN

b) no decreciente < a, < any, Vn €N

)
)

¢) decreciente < a, > api1. YN EN
)

d

no creciente < a, > @y, VN EN

Si se cumple cualquiera de estas cuatro propiedades. se dice que la sucesién es monétona.

Ejemplo 1. Las sucesiones {1.3.2....}. {2.4.8.16....}. {2.2.4.4.8.8.16.16.... } sou
todas ellas monétonas pero {1.3.1.3.1.4... . } n

5 o lo es.
Ejemplo 2. La sucesién a,, = ni 7= {% % % é % o } es creciente puesto que
n-+1 n 7
1= =0T 1 i+l n+l
n+1 n - (n+1P-nn+2) 1
n+2 n+l  (m+2)n+1)  a+2)(n+1)

= Upt1 — Qn > 0 - Apa1 > Qg

(También se puede ver demostrando que 2 > 1), Su cota inferior es

[T

v la superior 1.
. ., 2n .
Ejemplo 3. La sucesion a, = — es no creciente.
n!

Decrece para n < 2 pues

jw)
=
|
=)
|
[N

D
¢
[Nt

y paran > 2

o
3
t
AR
[~
3

[
|

2"(-n+1)  2"(n-1)
n+1)! — (n+1)
= Ay < Oy

<0 sin>2 =

{También demostrando que ”n—"l <lsin>2).
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Ejemplo 4. Si |¢| > 1, la sucesién a,, = |c|™ crece sin tener ninguna cota.

y . Qnet ™!
Demostracién: Supongamos que |c| > 1. entonces =
‘ a'”,

=|c| > 1 por lo tanto

EE
Ape1 > Ay VYVneEN

Esto demuestra que la sucesién es creciente.

Para demostrar la falta de acotacién, tomemos M y demostremos que existe un k € N
para el que |c}¥ > AJ.

Un % apropiado es el que satisface & > ll—ﬁ%[‘ va que entonces tenemos

klnlc| > In M = In|c|* > In M y en consecuencia |¢|* > M.

Puesto que las sucesiones estdn definidas sobre el conjunto de los enteros
positivos y no sobre un intervalo, no se les puede aplicar directamente los
métodos de Calculo.

Afortunadamente, en la mayor parte de los casos, podemos superar esta dificultad consi-
derando incialmente, no la sucesién misma, sino las funciones definidas sobre [1,00) que
concuerdan con la sucesién dada para valores naturales.

Ejemplos.

\ . ‘. n
1) Estudiemos la sucesién a, = —.
en

Consideremos la funcién f(z) = £

Como f'(z) se anula en o = 1 y es negativa para z > 1 = f es decreciente en [1, o)

luego la sucesién a,, = E”— es decreciente.

Como la sucesion es decreciente, su primer término a; = % es el mayor. Por lo tanto
f—/ es una cota superior. Como todos los términos de la sucesién son positivos, el 0

es una cota inferior.
., 1 . .
2) La sucesidn a,, = n= es decreciente a partir de n > 3.

Podriamos comparar directamente a,, con a,+1 pero es mas sencillo el considerar la
L 1 1
funcién f(z) = 2= pues como f(z) = e tenemos que

s e (Y 1.z-Inz 1 (1-Inz
f(.lf):exl <_> =7 (T>:y;x (T)

x
Para z > e, f'(z) < 0 esto implica que f es decreciente en [e,oc). Como 3 > e, f
es decreciente en 3, oc). luego {a,} es decreciente para n > 3.

Bl=
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Idea intuitiva del limite de una sucesién

.7 - n « 7 . .
En la sucesién (03,0'33,0°333,... ,0/33 --- 3....) sus términos se aproximan cada vez
més al nimero racional % En la (2,29,2'99.2'999. . ..) sus términos se aproximan cada
vez mas al ndmero 3. Este niimero se dice que es el limite de la sucesién.

g f11 _ f1 11 1 TG S o ‘or
e En lg sucesién {;} = {1. N TRRRI-IOPp } cada término se aproxima mejor que el
anterior a 0.
Si n se hace muy grande, la diferencia entre 0 ¥ < se hace muy pequefia. Diremos
que el limite de la sucesién {%} es cero.
1234

e La sucesién {n%l} = {555 } tiene por limite el niimero 1. Sin se hace muy
grande ;7 se aproxima cada vez més a 1.

Asi para n = 1000, 1332 = 09990009

para n = 100000, 120000 — (99999,

100001

Los ejemplos anteriores nos permiten dar una definicién provisional e intuitiva del limite
de una sucesion.

Decir que el ntimero { es el limite de la sucesion {a,} equivale a decir que sin va tomando
valores cada vez mayores, entonces los términos de la sucesién se aproximan cada vez mas
al namero /.

Intuitivamente vemos también que la idea del limite de una sucesién lleva implicito que.
para cualquier e que prefijemos, existen términos de la sucesién que estdn dentro del
entorno (I — €.l +¢).

No solamente deben estar en este entorno algunos términos sino todos los
siguientes a partir de uno dado que llamaremos an, (Qny = ax).

Ejemplo. La sucesién {%} tiene limite 0. ya que para todo € > 0 se puede determinar
un término ax tal que a partir de él, todos los siguientes términos estan en el entorno
(0—¢€,0+¢).

Este término ai depende de ¢ como podemos ver a continuacion:
e Sie= % el término ay es ajp va que —€ < % < € para todo n > 10.

Lo Lo ﬁ para todo n > 100.

le= L Armi 5 ,v =1
e Sie= 155 el término ax es a0 ¥a que 5 < 3

Definicién.

lim a, =1 <= Y ¢ > 0 existe un entero r >0 tal que si n > k, entonces |a, —1] < e

n—oc
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O también: El nimero real [ es el limite de la sucesién {a,} v se escribe lim a, = L.

1—2C
cuando para todo ntimero real positivo e, existe un término a, de la sucesién, a partir del
cual, todos los términos siguientes estdn en el entorno (I — €, + €) del punto L.
Ejemplo 1. La sucesién {%} tiene por limite 0 vedmoslo.

La definicidn exige demostrar que para cada € > 0 existe un nimero entero k positivo tal
que sin > k entonces |[£ — 0] =[] <€
e siendo £ > 0 para todo n € Z* la desigualdad |£| < € es equivalente a = < € es
decir n > 1.
e Sie=10"" entonces n > = se verifica para n >k =10

e Sie=107° entonces n > = se verifica para n > k = 1000

n—-1 3

Ejemplo 2. T}Ln;o yronr Sl

Sea € > 0 tenemos que demostrar que 3 k € Z7 tal que

sn—-1_3) ara tod >k
T s 1 ¢ paratodo n > k.
Puesto que
3n—1 3| |12n-4-12n-6  -10 _
ldn+2 4| 4(4n+2) T 4(an+2)|
10 5
= = ha de ser < ¢

82n—+1) 4(2n+1)
5 5
— <2n+1 = —=-1<2n <<
de e
5—4e 5—4e¢ 5—4de
<2n <= <n — k> .
de 8¢ 8¢

e parae =01 3;%)—,({1 = 575 luego k > 6.

e para € = (0’001 5;‘3%310‘ = 624’5 luego k > 625.

Ejemplo 3. Sea a, = 0333 2 3, demostremos que lim a, = % Con este ejemplo vamos
N—r OO

a justificar que % =03

Seae>0

—0'000 -*- 01
3

0999 -7 9 -1
3

w1
0'333-".3——| =
3 3|

0, — 1| =
{an_g -

|
-
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Escogiendo k de manera que oo < €e.sin >k

11

<< —
lon =31 < Tgn S 157

< €

El proceso de paso al limite para sucesiones es similar al proceso de paso al limite de
funciones. Por eso, las demostraciones de la mavor parte de los teoremas sobre Hmites de
sucesiones son similares a las de los teoremas sobre limites de funciones.

Teorema 0.1 Unicidad del limite.
Si lim a, =1, v lim a, = ls, entonces se verifica que [y = lz. Es decir. si una sucesion
n—0c —00

tiene limite, éste es Unico.
Demostracién:
Supongamos ly # Iy, tomemos como € = 3|l; — lo| > 0.

e Por lima,=0l = 3k / ‘(1»,7—1,1\<%|/1—lg'\, v >k

e Por lima,=10 = 3 kg / Ian - lzi < %“1 - lQ“, vV n > k.

Para n > max {ki, k2} tenemos que
lan — li| +lan = o] < [l — 1y
Por la desigualdad triangular:

[l = 1o

I

k(ll - a‘ﬂ) + (an - I?)l S “1 - a’n‘ + ‘an - Z2| =

= |a,, - Ill - 1(177 - ]2| < “] — ]21
que es un absurdo. En consecuencia i) = Ip.

c.q.d.

Definicién. Una sucesién que tiene limite se dice que es convergente. Una sucesién
se dice que es divergente cuando su limite es infinito. es decir, cuando para cada numero
H > 0 elegido tan grande como se quiera. existe un entero positivo k. tal que cualquiera
que sea n > k se verifica |a,,| > H.

Entonces se escribe lim a, = oc.
n—oc

Si se puede precisar que a, > H o bien a, < —H se dice que el limite es +o¢ 0 —C
respectivamente.

Ejemplo. lim 27 = oc.
n—>oo
Las sucesiones que carecen de limite se llaman oscilantes.

Ejemplos.

[S]
w

1,2, 1—1.L—1.1.....(=1)" ...

[NR
N
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Son notaciones equivalentes las siguientes expresiones

e lima, =1,
N—oC

® a, — I (se lee a, converge a [),
® 0, — [ cuando n — .
Teorema 0.2 Toda sucesidn convergente es acotada.

Demostracién: Como lim a, =1 < VYe>0 13 k/ ¥Yn>k

—€e<a,—l<e = l—-e<a,<l+¢, Yn>k =

= lap| <max{lai).|ag],... a1, /| +€} ¥Vn = {a.} estd acotada.

a, — ! < . Entonces

Puesto que las sucesiones convergentes son acotadas, las sucesiones que no sean acotadas

no pueden ser convergentes, es decir

toda sucesién no acotada es divergente

Ejemplo. Ninguna de las sucesiones siguientes a, = ,Ccp=nlnn
acotada. Por lo tanto, todas ellas son divergentes.

La acotacién no implica convergencia.

esta

Ejemplo. La sucesién oscilante {1,0.1,0,1,...} estd acotada (superiormente por 1,
inferiormente por 0) pero vemos que no converge. Sin embargo, vamos a ver que la

acotacién, conjuntamente con la monotonfa, implica la convergencia.

Teorema 0.3 Una sucesion acotada y no decreciente converge al extremo SUPETIOT; UNG

sucesion acotada y no creciente converge a su extremo inferior.

Demostracidn:

e Supongamos que {a,} es acotada y no decreciente. a, < Gpt1. Sea € un nimero
positivo arbitrario. Si [ es el extremo superior de esta sucesién, entonces ha de

existir a; tal que

l—¢<a; (puesdelo contrario, [ — € serfa una cota superior menor que [).

Por a, ser mondtona, si n > k entonces a, > a. Es decir ar < an, por lo tanto

tenemos:
l—e<a, <l (porsuponer que! es el extremo superior) Vn>k

luego
l—e<a, <l<l+e YVn>k
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es decir

—<a,—l<e . ¥Yn>2k = log,-ll<e Ynzk=

lim a, =1

n—x

c.q.d.
o El caso no creciente se demuestra de forma andloga (hacedlo como ejercicio).

Ejemplo. Sea la sucesién {a.} = {(3” + -1”)%}.
A) Veamos que la sucesion {an} estd acotada:
3=(3")7F < (3" + 47 < (2477 =27 -4

B) Veamos que la sucesién {an} es decreciente:

(3n +47L) (n:]) — <3T1 _'_47’7)% . (377 +4'ﬂ.) — (371+477)% . 377,+ (317 ___477)% '477 >

> (3% 37+ (47)F 47 > 33" 4447 =37 L gn
tomando la raiz de orden n + 1 en ambos extremos de la desigualdad obtenemos:
(37 +47)7 > (37 4 gr Yt
A) v B) = que la sucesién es convergente. (Luego veremos que el limite es 4).
Teorema 0.4 Sia, — [ yb, — m y & es un nimero real:
a) ap + by — L+m,
b) aa, — ol

c) an b, — L-m.
Si ademds m # 0 y b, nunca es cero, entonces

1

3|~

=)

e) = —
T

b

3|~

Demostracion:

a) Pora, =1 Ve>0 k) Vnzh

la, =1 < €/2
Porb, —m ¥e>0 Ik ¥n>h

b, —m! <¢e/2
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[(an +bn) - (l +m)] = !(a,n
<

D+ (bn —m)| < |(an = D]+ (b, — m)| <
= Y n > max{ky, ko} =
lim (@, +b,) =1 +m.
c.q.d.
b) Hacedlo como ejercicio.

c) e Por {a,} convergente, estd acotada, luego 3 M > 0/ la <M VYn

e Por {a,} — I, Ve>0 Tk / VYVn>k lon—1 < T Pues m
puede ser cero.

e Por {by} — m, Ve>0 Fhy/ Vn>k [br — m| < 3%, tomando
o I} < g5
k=max{k;, ko}, V¥ n >k tenemos que a | lmi=1)
|bn — m| < 37
Entonces

Gy by —1-m| = anby — apm + apm —Im| = |an(by, — m) + m(a, — )] <

<Han(by = m)| + [m(an = )] = |ag||by — m| + |mla, — | <

< Mlby —m| + (Im| + Vla, — | <

€ € -
M= +)— =S f
< 2M+<1m‘+)2(;m§+1) 5ty =¢
luego
Ve>0 3k [/ VYn>k=maz{k, k) =
= ey —l-ml<e = lim(adb,)=1-m
d) Seae>0
1 10 im=by|  Im=by] by —m]
b, m bu-m | |bnom|  |bam]

pero como b, — m(# 0) y = > 0, existird un %, tal que si n > k; entonces
b, —m < T:l‘ que equivale a —@ <b,—-m< @

Sim>0 -
m lmn]
m = |m| luego |m|— il <b, = & < by,.
Sim<0
lm) |m| im lm|
- tm= 5 luego b, < - = |bs] > -

41



CAP/TULO 0. CONCEPTOS BASICOS.

De lo anterior deducimos que para m # 0

lm| 1 2
— < b = — < —
2 1Bn] [ba]  im|
luego
1 1 |b, — m| 2 |b, — m| 2
———| = ‘ — L = ——1b, —m|
bo  m|  |bafim[ Iml jm] lm/?
Como b, — m 3ky/ sin >k entonces b, —m! < “'.’2”2 luego. para n > k»
tenemos
Wz_‘bﬂ — m,\ < €
Tomando k > max {k;, ko}
1 1 1 1
—— —|<e Vn2k = ———
b, m by m
c.q.d.
La demostracién de e) ahora es inmediata pues
an 1 ; 1
— =, — — - —.
bn " bn m

Nota. Dos sucesiones pueden no ser convergentes y su cociente tener limite.

Ejemplo. Las sucesiones {n + 1} = {2.3.4....} v {n} = {1.2.3.4.... } no tienen limite

sin embargo su cociente {”‘:1} — 1.

Después de haber visto este teorema ya podemos manejar cualquier sucesion racional

apnt + a4+
Sind =3 T4+ Jo

an =

Para determinar el comportamiento de la sucesién, necesitamos tinicamente dividir tanto
el numerador como el denominador por la potencia més alta de » en la fraccion.

a3 —3n?+3n—-1 2-Z+5+5 0

Ejemplo 1. Sy L =3 -1= 0
1-3n? 3
Ej lo2. ——mM8M8 — — —=
Jempro 771/2—377,—4—2_) 7
n®—3n?+2n-7
Ej lo 3, —mM8mM8M8M8M8Mm —Z = la sucesién no estd acotada = no puede
Jempro n—3n+2 0 P
converger.
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Teorema 0.5 {a,} -1 <— {a,-1}—=0 <= [{a,~1}|—>0
Demostracién:

{an} =1 <= Ve>0 Ik /Vnklo,—l<e <

= |a.—-)-0l<e <= {a,—-1l}—0.
c.q.d.
Teorema 0.6 Teorema de la sucesion intermedia.

Supongamos que para todo n suficientemente grande a, < b, < ¢,. Si{an} — Ly {ca} — 1
entonces {b,} — 1.

Demostracién:

e Por {a,} =1, Ve>0 Ik /Vn>k l|a,—1<e¢

e Por {cp,} —1, Ve>0 Th/Vn>k |-l <e

—e<a—l<e } como a, < b, < ¢,

—e<c,—1l<e¢

—e<a,—1l<b,—1<¢,—1l<e

entonces, para k = max {ki, k2 } —e<b,~l<e¢

luego Ve>0 Fk=max{ki,hka} / Vn>k —e<b,—Il<e

es decir |b, — 1| < € luego {b,} — L. c.q.d.

Corolario. Supongamos que para n suficientemente grande |by| < lc,|. Si|ca| — O
entonces |b,| — 0.

Demostracion:
Claro pues b, < [cp| = —leu| < |ba] € lcn] = por el teorema 0.6 |b] — 0.
c.q.d.

Ejemplo 1. &2 — (  porque |222%] < |i| vy 1 — ( entonces, por el teorema 0.5
; n , 1 . . n - n e n ’ -
|2] — 0y por el corolario anterior ‘%1 — 0 y de nuevo por el teorema 0.5 ©21% — 0.

Ejemplo 2. \/4 + ()2 — 2 Como se cumple

n

2< \/4+(%)‘3§ V/4+(%)2+4(1>:\/(2+%)2:(2+5)

n /
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Juego 2 < /4+ (22 < (2+ L),y como lim (2+ 1) = 2. por el teorema 0.6
n—2x .

B

f 1\’
lim /4 + (—> =2
n—oC \/ n
1 n
1im (1 + —) =e.
n—oc n

. +1
Hemos visto que (1+ %)n <e<(1+ 1)"™, entonces

Ejemplo 3.

Hemos obtenido |(1n+ L)' —e| < £, como £ — 0 entonces | (1+23)"—¢| = 0y porel
teorema 0.5 (14 )" — e

I3 .z . n
Veamos otra demostracion de que lim (1 + %) = e en dos pasos. usando el teorema 0.3.
A n—oc g

1) La sucesién (1 + %) es creciente.

Utilizando el binomio de Newton para expresar a

e (1Y = ()2 (3) G (5) G =+ () () -

1 nn-1)1 nh-1Dn-2)1 cnn—1n-2)...11
B T 3] mrT l e
_o 1nn—1 1nm-1){n-2) 4 Tnn—-1n-=2)...

2ln n 3! n-n-n oot nom e -

~reg(o3) 5 (5) 05) -
(-5 (-3 05

Esta expresién de a,, consta de n sumandos. Andlogamente tendriamos

P PN R ! LI R
Gnt1 =275 n+1) 3 n 1 n+1)
2
T 1ot R DR .
(n+1)! n+1 n+1 n+1
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Do
~

Esta expresién de a,4; consta de (n + 1) sumandos.

Si comparamos los términos de a, y a,-1 se comprueba que los sumandos de @41
son mayores que los correspondientes de a,, (salvo el primero que es igual), por tanto

An < Ot

141 1< 141 2< 101 n<
1 2 3

-z n .
luego la sucesién a, = (1+ )" es creciente.

Se tiene pues que

. / n z
La sucesién (1+ 2)" estd acotada.

Consideremos la sucesién

1 1 1
{bn}={2+2—!+§+..‘+a}

comparando con {a,} vemos que a, < by, pues los sumandos de {a,} son menores
que los de {b,}. Por otra parte, si se compara la sucesién {b,} con la sucesién

1 1 1 1

1 L <
59 58+ gamy 508 los términos de una progresién

=111 1
S = oy o 1- T
luego
1 1
=2 — —
n=2+1 on—1 3 on—-1

Asf pues tenemos las desigualdades
2<a, <b, <c, <3.

Esta desigualdad demuestra que para todo n, el valor del término a,, estd compren-
dido entre 2 y 3.

. s n e - ..
Luego la sucesién (1 + 71—1) es una sucesién acotada, y su intervalo de acotacidn es
F-’) 3}

Como habiamos visto antes que es creciente = es convergente. El lfmite de esta
sucesién es por definicién el numero e.

1 k23
lim (1 + —> =e.
N0 n
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Cilculo aproximado del nidmero ¢

OO VUR e I

1000 2716924
10000 2718146
100000 2/718625
1000000 2718283

cuanto mayor es n, mejor es la aproximacion que se obtiene.

Las sucesiones {cos £}, {In 25} {e%} . {t-g ( '2’5]*) } son todas de la forma { f(a,)}

donde f es una funcién continua.

Tales sucesiones son faciles de tratar. La idea basica es esta: cuando se aplica una
funcién continua a una sucesién convergente, el resultado es una sucesion
también convergente.

Teorema 0.7 Supongamos que ¢, — ¢ y que pare cada n. ¢, pertenece al dominio de la
funcién f. Si f es continua en c. entonces

f(.cn) - f(C)
Demostracion:

Supongamos que f es continua en ¢ y tomemos € > 0. En virtud de esta continuidad
sabemos que 3 un ¢ > 0 tal que

sijlz—c <8 = |flx)-flo)l<e
como ¢, — ¢, ha de existir un entero positivo k tal gque si n > k entonces
le, — | < & por tanto. si n > k entonces iflea) = fle)l <e =

= fle) = fle)

c.q.d.
Ejemplos.

1. Como I —0yla funcién coseno es continua en 0. cos (%) — O

2. Como ;A4 —1lyla funcién logaritmo es continua en 1 = log (n—f—) —log1 = 0:

3. Como % —s 0 la funcién exponencial es continua en 0 = en —0=1:
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m2n2—8 T 1A £ SN . s [2n2_g
4. Como T — &y la funcién f(z) = tg /T es continua en 7% = tg Vier )
-2 T .
tgy/ s =tgz =1L
5. Como #=1 + (5 - Z%) — 7 y la funcién raiz cuadrada es continua en 7 tenemos

) = VT

VB G- %

1

6. Como la funcién valor absoluto es continua en todo su dominio a, — I = la,| — |I.

Caélculo de Limites

e Limite de una suma o diferencia

sia, — a
a) v by — b }$a71+bn—>a+b;
sl a, — o¢
b " . n n A
) v b, estd acotada}zﬂL +bp 20

si @, — —o¢

. = b —oc;
v b, estd acotada } Gn 7+ b = =00

si a, — oC ‘
c) ¥ by — o = ay, + b, — oc;
n A
sl @, — —oC
d) Vb"_} ~ }ﬁanﬂ—bn-ﬁ -0c;
J Un -
si @, — oC
v bn - =X
e} o no se puede asegurar nada del limite de a, =+ b,.
sia, — —x
v b, — ¢
Ejemplos.
N . - 2 . — . 2
1) lim (L,—l - Lz ) = lim %5 — lim B% = - o0
TL—0C = - n—oc = n—oc
- : n—1 1422 — 1 —n—1 __ 1.
pero  lim (—2— - T) = lim == = —3;
n—oc TM—2C
A 1s e 2 . 2 1an? . o2
2) Iim (—”71 -5 ) = lim 2=RElE o i 2onel o o
1—0C - = n—=xc n—xc =
3) lim (Vr?—1-n)=ox -
[ Zande el
lim (v'n.'z —-1- 77) = lim (ViEmT o) (Ve Tom) = lim ——Lt— =0
n—oc n—oc vn?—1l+n oo VRZ—14n ’
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e Limite de un producto

sia, —a

v by — b }:>n,n-b,,—>a.-b;

sia, — 0

, = a,-b 0:
y by, estd acotada } Gn " On =

si a, — o0

¥ by — 00 }:>a.n-bn—>oc:
n

sia, — 0

= @y, - by, — 10 se puede decir nada (indeterminacién):
vy b, = <

sl Gy — 00

°) y b, = —oc

}:an-bn,—ﬁ"~:x:.

e Limite de un cociente

a) sion —a =>a~i)—\al—ég'
yb, —=b#0 o, b
b) si a, estd acotada — 0 = % g
y bn - OC ba
0) si a, estd acotada IR
Y b, — 0 n ’
st ap, — 0 Qn .
d) y b, estd acotada } = b 0:

8l a, — oC U, . L
e) = — — indeterminacién:
y bn — 0 On

sia, — 0 a . L
) ™ } = —= — indeterminacién:

vb,—0 n
sia, —0 Qn
J = — — 0

Qy%ﬁ%} by
gl S

v by — 0 b,
N Slap — 0 fn

. = 7 .

i) v b, estd acotada } by,

o Limite de un logaritmo

Sia, — a entonces

lim (logean) = logaa.
n—oc
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e Limite de una potencia

a) Sia>0y a, — a entonces

. lim e
a® —a® & lim a® =g "
n—oc
Casos particulares
* 8l @, — OC A a>1 entonces a** — o0o;
*sla, > —o00 A a>1 entonces a** — 0;
*sta, = —00 A a<l entonces a®" — 00;
* 8l — 00 AN oa<l entonces a*» — 0;
* sla, — 0 Aoa>1 entonces a** — 1.

sta, - a>0

p entonces
Yy ﬁn — 3 }

5 5 _ ) lim n
(an)™ — « < lim (hm an) nee

n—oC \n—oc

Casos particulares

sl o, — 1 4 . . .y ’
* " = (a,)" — 1* indeterminacién (ndmero e);
v 8, — oc
sia, — 0 N . o
x = (a,)? — 0° indeterminacion;
v53, =0
si gy, — oC ) . ‘ Y
* o = (an)? — oo® indeterminacién;
v i3 —0
Sl Gy, — 0 ;
* P = (a,)* — 0.
v 3, — oc

Algunos limites importantes

N

e siz>(0, lmazv=1;

n—2x0

o sifzf <1, lim 2" =0;
N—2oc
e para todo z real , lim 5“—, =0

n—oc

e paratodo a >0, lim & =0;

@
n—oc

. Inn
e lim — =0;
n—x n
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e lim n%:1;

n—oo

e para todo z real, lim (1+2)" =¢”

n-—o0
Ejemplos.

a) lim 27 = lim (22)% = 1;

n—00 n—0oC

.
b) lim e~o/m = gne (/M) = 0 = 1;
n—oc

c¢) lim ni? =1 pues: 1< n

n—o0

< nn;

1

k dz 1
d) lim [ —== lim 2yz} = lim (2—2—):2;
& L B

1
n—oo f1 x n—00 n n—oc

7

n—oc t—oc

f) Demuestra que si 0 < ¢ < d entonces
(" +d")7 —d.

Solucién:

(" +d") =d (C— + 1) ’

c’ :_’ 1
1<(=+1) <27
<(S+1) <

1

Luego (ﬁ% + 1) " — 1 por tanto

Célculo de Limites

1) Expresiones racionales

P p—=1 2
. apnt +an ...+ a
lim P -]

nooe bond +bni~t + .. b,

se divide numerador y denominador por n elevado a la mayor potencia.
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3 _ 9
n® —2
a) p > ¢ entonces [ = <. Ejemplo: lim ————=
n—oo  Tn*—n+1
ag . P —3n 42
b) p= t sl = —. E loo  lm —————— =
) p = g entonces ™ jemplo:  lin — 03
. . P2 -6
¢) p < qentonces { = 0. Ejemplo:  lim n i =

0—oc n® +3n —2

2) Expresiones irracionales

No hay regla fija. Conviene racionalizarlas.

Ejemplo.

oC.

2
g.

3) nimero e

1 n
a) lim (l + —> =¢;
T OC n

1 aﬂ
b) lim (1 + —) = ¢, cuando a,, — o;

n—=aox (07%

¢) Sia, — 1y b, — oc entonces

. b lim (an—1)bn
lim (a,)™ = erniBolen—en

n—oc

Ejemplo.

2,

y » ) B

n?4+1 In . niel nc43
lim | - = e"hj;i"g-?” (=) 2
n=oc \ n? — 2n

. 2, 2,4 X 3,2 N
lim (J,—*-—A1)<LL_+_§) lim 22iap4on-3
= en—ec\n7=2n T PR e P

d) De c) se deduce la férmula

In lim (a,)" = lim (a, — 1) by.

N—2C n—oo
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Infinitésimos equivalentes

. e . ciss . . . . Q
Definicién. Dos infinitésimos son equivalentes si v sélo si lim — = 1.
nX n

Todo infinitésimo que estd multiplicando o dividiendo puede ser sustituido por uno
equivalente.

Los infinitésimos equivalentes més usuales son

*sen €, ~ €n}
2
€
* n
COS €, ~ —;
5
*tg €n ~ €n;
*

arctg €, ~ €n;
arc sen €, ~ €x}
* In(1+4€,) ~ €n;

* ln(ay) ~a,—1 (ap—1).

Técnicas de Calculo de Limite de Sucesiones

Las técnicas para “romper” las indeterminaciones en el caleulo de limites son andlogas
a las utilizadas en el cdlculo de limites de funciones de una variable real. pero existen
técnicas especificas para las sucesiones tales como

a) criterio de la media aritmética

. . . ap+ oo+ . Oy
Si limoa,=a = lm—D—m2>——=
n—oc n—ac n

b) criterio de la media geométrica

Si lima,=a0>0
n—oC .
v = lim Yo, ar...q, =

‘: n—xX
sio, >0,n=12....
¢) criterio del cociente raiz (criterio de la raiz n-ésima)

Si lim & =«
noc Gn-1

v = Yo, = o
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0.2. SUCESIONES DE NUMEROS REALES.

d) criterio de STOLZ
Sean {a,} una sucesién arbitraria y {3,} una sucesién monétona creciente o
decreciente tales que

lim 3, = =
n—oc

. Oy
v = lim — =a.
lim 22=2== = ¢ = O
oo Br—Bn-1

¢) Férmula de STIRLING
nl = n"e "V2xn cuando n — oc.
Ejercicios.

1. Determina qué sucesiones de las indicadas convergen, si es asi, halla el limite.

471. ) n+ (_1)72.
a) n 4 106’ b) T’
QYT 1 1
c) (09) . Q) —-—
e) Ilnn—lInn+1); f) \/4_ %;
Vrnsen(e"w) »_1
g) 1 h)
Vot + 1 ) n+1 '

2. Calcula el limite de las siguientes sucesiones:

a) V2, vV2v2, V2v2V2, . ..

. on4l_an+l
b) lim & =27
) i s
LG 1 2 3 n+l
o) im (F+z+a+. +52);
. 1.1 1 (1)1
d) 7}51;:(1 sTs—m Tt )
e) lim 8

/ ?
n—oc VAL AVALERVED

f) lim #(%_E_%_F;L_Zﬁ““,—}—("_ﬂ)”);

=1
n—r g

g) I (1-%) (1-&)(1-%) . (1-2).

Pl
n—ox 7

53



CAPITULO 0. CONCEPTOS BASICOS.

0.3 Funciones reales de variable real.

Sea D un subconjunto no vacio de R o el mismo R. Definir una funcién sobre D, es dar
una regla por la que a cada ntimero de D se le asocia un ntumero real unico. es decir una
aplicacién de D en R. Se representa simbdlicamente por

f:D—R / YareD-—ycR

o también por
fr)y=y ¢ [:D-LR

a f(x) € R se le llama imagen de x mediante f.

e alax sele llama variable independiente. La relacion que existe entre las variables
z e y se llama dependencia funcional. A y se le llama variable dependiente.

e Al conjunto D se le denomina dominio o campo de existencia de la funcidén.

o Al conjunto de los valores que toma la funcién se denomina imagen o rango de
la funcién y se representa por Im(f) o por f(D).

Ejemplo. f(z) = V72 Dom(f) =R. Im(f)=[0.¢)
Recordemos el cdlculo del donﬁnio de algunas funciones:

1. f(z) = P(z) =ag+ a17 + ... + @127 + an2”

Dom(f) =R;
2. fla) = gg; cociente de polinomios
Dom(f) = {r € R/ Q(x)#0}:
3. f(z) = /P@)

Dom(f)={r R/ Plr)>0}:

4. Consideremos ahora f(z) como una combinacién entre los casos 2. v 3
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0.3. FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL.

/

. f(z) = \/

Dom(f) = {x eR/

P(z)
(z)

O
|

()

z)

22 0f-(seR/ Q) 20}

Y|

-

:{xeR/ O(I>20}ﬂ{x€R/ Q(z) # 0} ;

2z

5. flz) =@
Dom(f) = Dom(g);

(e}

. flz) =log, g(x)
Dom(f) = Dom(g) — {z € R/ g(z) <0} =Dom(g)N{z €R/ g(z) > 0};
7. flz) = arcsen g(z)

Dom(f)={zeR/ —1<g(z)<1};

8. f(z) = arc tg(g(z))
Dom(f) = Dom(g).

Ejercicios.

Calcula el dominio de las siguientes funciones:

; — 1. — 2 _9.
a) ¥y= 7= b) y=+vz 2;
R R B _ 1.
) y=zvai-2 d y=v-7+ 7=
e) y:log%; f) Y= 3$+1;

T 2_
g) y=V2+z-a% b y=
i)y =arcsen (log £): j) = arccos £

Operaciones algebrdicas con funciones
Sean f v g funciones con dominio comuin D, entonces se verifica

o (f+g)z) = f(z)+g(z)
o (f—g)z)=f(z)—g(z)
o (f-9)(z)=f(z) g(z)
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1 1
e funcién reciproca de g: (—) (r)=——. siglx)#0 YreD
g g(x)

f _f= Vo
. <E> (x).— —QGT siglx) #0 YreD
e (af)(z)=af(z), VaeR

En el caso de que f y g no tengan dominio comuin

Dom(f & g) = Dom(f) N Dom(g)

Dom(f - g) = Dom(f) N Dom(g)

pom (%) = Dom(g) N {z / g(x) # 0}

Dom(c f) = aDom(f)

Composicién de funciones

Si la imagen de la funcién g estd contenida en el dominio de la funcién f, la funcién g
compuesta con f que se denota (f o g) es la funcién definida en el dominio de g mediante

(fog)x) = f(g(x))

z L g(x) L fg(a))

2 —"— f(g(x))
Dom(fog)={z €R/z € Dom(g) Ag(r) € Dom(f)}

Ejemplo.

Sean f(r)=xz+ 1y g(z) = 72, luego

(fog)a)=flglx)) = fla®) = 2"+ 1.

La composicién de funciones no es conmuntativa.
(fog)x) # (go f)la).

En el ejemplo anterior (g o f)(z) = g(f(r)) = glx +1) = (v + 1)? v sabemos que
22+ 14 (z+1)°.

Es posible formar la composicién de dos o mas funciones

(fogoh)a)= flg(h(x))
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z 5 hiz) < g (h(z)) L F (g (h(2))

fogoh
[aY%

z — h(z) = g (h(z1)) — f (g (h(z))) -
Para que dicha composicién pueda definirse, se tiene que cumplir

Im(h) C Dom(g) v que Im(g o h) C Dom(f).

Ejemplo.

Sean f(z) = % glx)=x+2y h(z)=(22+1)>. Calcula (fo goh).

(fo goh)a) =1 (g (@) = £ ((=*+1)°) = F (@ +1)" +2) = @Tih—?
Im(h) = [1,0) Dom(g) =R
[1,0¢) = Im(h) C Dom(g) = R
Im(goh) =[3,0c) Dom(f) =R - {0}

[3.2c) =Im(geh) C Dom(f) =R —.{0} .
La composicién de funciones es asociativa
Funciones inyectivas. Funcién inversa.
Dada una funcién y = f(x), se dice que f es inyectiva si
YV oz, 79 € Dom(f) / ziFx = fz1) # flz).
Una definicién equivalente a esta es: una funcién f es inyectiva si

flzy) = f(22) = 21 = 2.

Ejemplo.
f: R—R . . .
z s g2 DOES inyectiva pues f(1) = f(-1) = 1 y sin embargo 1 # —1. Pero la

funcién y = z° sf es inyectiva.

Gréficamente si una recta horizontal corta a la grafica de la funcién més de una vez, la
funcién no es inyectiva.

funcién inyectiva funcién no inyectiva
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Una funcién y = f(x) se dice que es suprayectiva si Im(f) = R.
Si una funcién es suprayectiva e inyectiva se llama biyectiva o biunfvoca.
Dada una funcién f cuyo dominio sea D, f: D C R — Im(f) C R. Si f es invectiva,

entonces existe una funcién ¢, ¢ : Im(f) — D tal que g (f(z)) =z Yz €D,

D-Lm(f) LD

T~ flz) ~ 1

A la funcién g se le llama funcién inversa de f. v se representa por f -1

Esquemas:
D L Im(f) Im(f) = D
z~ flx)=y y~ f7Hy).
Como

y=fla) = [fly=Ff"(fla)=x
es decir f7! es la inversa de f.
Veamos que f es la inversa de f~'.
Dado que f~(y) =z, aplicando f: f(f7(y)) = f(r) =y = [ eslainversa de fh
Luego f y f~! son inversas entre si.
Ejemplo 1.
Sea f(z) = 3z — 5, calcula '

y=3z—-5 = 3r=y+3 = r=

Wil
-

Regla
Si nos dan f para calcular f~! podemos que seguir los pasos
1) Despejar .

2) Cambiar x por y e y por .

Ejemplo 2.
Sea f(z) = ¥/1— 23 + 2. calcula 7.

y=vi-3+2 = Vi-*=y-2 = - =@wy-2" =

luego
S —

i) = {/1 —(z=2)".
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Ejercicio.

Calcula las inversas de las siguientes funciones:

y=v1— 28 y = arc tg3z; y=In

m_l 3]

Representacién analitica de funciones

Se llama expresién analitica de una funcién a la notacién simbélica del conjunto de las
operaciones matemdticas conocidas que se han de realizar en cierto orden con los niimeros
v letras que designan magnitudes constantes o variables -operaciones matemdticas son:
adicién, sustraccidn, radicacién, logaritmos, etc....

Ejemplos.
Inz —senz
Y= —, y=3"— 5+ 2z,
322 -1

L . Y 4

Representacién grafica de funciones ‘
. . . (x.f(x))

Dado un sistema de ejes rectangulares, la grafica f(x) Fm-------
de una funcién es el conjunto de puntos del pla- '
no cuyas abcisas son los valores de la variable in- l
dependiente y las ordenadas sus correspondientes i
imagenes. : *ox

Hay una relacién entre la grafica de una funcién inyectiva y la de su inversa.
Las graficas de fy f~!

Como la gréfica de f estd formada por los pun-

y=x tos de la forma P (z, f(z)) y la gréfica de f~! estd
/e formada por los puntos de la forma Q (f(z),z) -

/o debido a la definicién de f~!-, entonces, para ca-
/ / da z, P y @ son simétricos con respecto a la recta
i y = z. Luego si conocemos la gréfica de f, para

representar f~! tinicamente tenemos que hacer la
simétrica de dicha grafica respecto a larectay = z.

Ejemplo.

Sea f(z) =e®, suinversa fles y=Inz.

v
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Ejercicios.

1) Calcula (f o g) en los siguientes casos:

b) f@)= A glo)=(22+2)°

2) Calcula (f o go h), donde f(z) = L. g(z) = 325 v h(z) = 2%

2z4+1 ~

l—z 2<0 —r r<l
3)Dadasf(x)={m2 >0 ¥ 9($)={1+I r>1

Halla (fog) v (gof)

1-2z z<1 a? <0
4)Idemf(3:):{1+$ > 1 ¥ g(m)z{l—x x>0

5) Di si las siguientes funciones son inyectivas o no. hallando su inversa en los casos en
que lo sean:

a) flz)=1-2% b) flx) =2* - Lt
C) f(I)ZI-I—i; d) f(T)z'}E
) flr)= 7= - ) () =

Clasificacién de funciones

Las funciones se pueden clasificar en dos grandes grupos
1) funciones algebrdicas.
2) funciones no algebréicas o trascendentes.

Las funciones algebraicas a su vez se puieden clasificar en:

a) funcién racional entera o polinémica. Es una funcion de la forma
n—1

Y= apT" + Q1 X a1l +ag

donde n es el grado del polinomio y es un nimero entero. y an son los coeficientes
que son nimeros reales.
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Casos particulares

1) funcién constante
y=k no tiene inversa.

2) funcién lineal homogénea
y=ax
2.1) funcién identidad
y=x
3) funcién afin o lineal
y=ar+b
* ¢ es la pendiente de la recta.
* la inversa es: y = %x —b,a#0

3.1) funcién traslacién
y=x+0b -

4) funcién cuadrética

2
Yy =azx”
y 4
2 ;
y:uxlhx+c Y
2 !
y=ax+bx+c
a<0 a>Q

{ X
f
/

5) funcién potencial
y=a®
* 8l & es un entero positivo, la funcién esté definida en el intervalo (—oc, o0).
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x si o es un entero negativo. la funcién estd definida para todos los valores
de x, excepto para x = 0.

b) funcién racional fraccionaria

AnZ"™ + Gt + .+ a1z + ag
bpx™ + bn_lx”‘l +.. b+ bo

Ejemplo. y = %

a>0 a<0

—

c¢) funciones irracionales

Son funciones en las que la variable esté elevada a un nimero fraccionario.

y=2TV1 D=F-{0}.

62



0.3. FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL.

Observaciéon. No todas las funciones algebrdicas estan comprendidas en los tres tipos
mencionados anteriormente. Se llama funcién algebréica a cualquier funcién y = f(z)
que satisface una ecuacién de la forma

Byz)y* + Pi(z)y" +...+ Bfz) =0

donde Py(z), Pi(z),. .., P.(z) son polinomios de z.

Ejemplo. (z + %)y +(z —2%)y* =0

Funciones trascendentes

a) funcién exponencial

y = a”, donce a es un ndmero positivo distinto de 1, es decir: a > 0Aa # 1

¥ Y

b) funcién logaritmica

y = log, x, donde la base a es un ntumero positivo diferente de la unidad, es decir
a>0ANa#1.

Esta funcidn estd definida solamente para valores de z > 0.

La funcién exponencial y la logarftmica son funciones inversas entre si.
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¢) funciones trigonométricas

ey =senc D=R Im(f) =[-1.1]. su inversa y = arcsenx

Observacién importante. Recordad que en funciones inversas entre s, el dominio
de f coincide con Im(f~1) y la Im(f) con el dominio de f~'.

Para hablar de la funcién y = arcsenx “co-
mo verdadera funcién”no podemos conside-
rar que su dominio sea [—1, 1] pues por ejem-
plo la imagen del 0, si mirdis en la gréfica es:
0, —m, 7, 27, etc., luego a un original le co-
rresponden varias imagenes y esto contradice
la definicién de funcién.

No hay contradiccién, lo que pasa es que y = senx es una funcién periédica -lo
veremos més adelante- y entonces como dominio de la funcién y = senz se puede
il 1}

considerar D = [—7, 7] 6 [7,27] v como dominio de y = arcsenz D = [—5. 3]

i

Nota. Esta observacién es valida también para las inversas de las funciones trigo-
nométricas y = cosz, y = tgx, y = cotgr.

® Yy =COST =[-1.1]. SU inversa y = arccos r

ey=tgx D=R- (&7 < D=R-{...

Im(f) = (—oc, ) su inversa y = arctgr
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e y = cotgr D=R-k-n © D=R-{. ,-3m-70,737...}

Im(f - su inversa y = arctgx

l& M i -
RRA

.10

d) funciones hiperbdlicas

1) y=shz= D= (—x.o¢) Im(f) = (—oc, <),
su inversa y = arcsh = = In (z + Vz% + 1)

¥
N

2

N y=arcsh x

D = (-oc,0) Im(f) = [1, 00),

su inversa y = arcch z = { ) (
n

shz e —e™™*

3) y=the= = — D ={(-x,x Im(f) = (-1,1),
)y - (<3.20)  Im{f) = (~L1)
1 z+1
su mnversa y = arcthz == 1In| —
2 r—1
p y=th x 4; y=arcth x
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ef+e’"
4) y =cothy = ———

eT —e %

D= (-.00U{0.o¢) Im(f)=(—2c,—1)U(l.x).

. 1 r+1
su inversa y = arccothx = = In | —
2 r—1

v

¢ =cotgh X ¢
y=cotd y=arccoth x

=3 -z H A ﬁ i

W “

Funcién elemental

Una funcién se dice que es elemental cuando se expresa de la forma y = f(x) donde f ()
es una composicién finita de todas las funciones vistas anteriormente.

logsz — senz + x°
NE

Funcién no elemental

Ejemplo. y =

Ejemplos.

| = z<0 [ 2*+1, 20
f(x)_{Qa:—l, >0 'f(I)_{InL x> 0.

Funcién uniforme. Una funcién es uniforme cuando a cada valor de x le correponde
un solo valor de y. Si a cada valor de z le corresponde un niimero finito o infinito de
imégenes se llama funcién multiforme o polivalente. Ejemplo: y = arcsen z.

Funcién explicita. Una funcién viene dada de forma explicita cuando la variable de-
pendiente estd despejada respecto a la independiente. Ejemplo: y = va? —1

Funcién implicita. Es una funcién en la cual las variables x e y se encuentran en el
mismo miembro de la ecuacién. Ejemplo: x +5zy° —3 =0

Ejercicio.
Escribe en forma explicita las funciones:

a) % — arccosy = m;
b) 107 + 10 = 10;
) z+yl =2y

Funcién creciente. Es una funcién en la que V a2, < 22 = flzy) < flra).

Es estrictamente creciente si z; < 12 = flz1) < f(72).
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Funcién decreciente. Es una funcién en la que V z; < 20 = f(z1) > f(z2).

Es estrictamente decreciente si 1 < 12 = f(z1) > f(z2).

Funcién par. Una funcién es par cuando f(z) = f(-z) YV z € D.

Una funcién par es simétrica respecto al eje OY. Ejemplo: f(z)

Funcién impar. Una funcién es impar cuando f(—z) = —f(z)
(o cuando f(z) = —f(-z) VzeD).

Una funcién impar es simétrica respecto al origen. Ejemplo: f(z)

Funcién periddica. Una funcién es periédica de periodo T cuando se verifica que

fla+T) = f(z).

Ejemplo: y = senx es periddica de periodo 27.

Si una funcién es periddica de periodo T, también es periddica de cualquier miltiplo de

T. AT selellama periodo fundamental.

Ejercicios.

1. Determina cudles de las siguientes funciones son pares y cudles impares:

a) f() =} (a* +a~)

b) fa)=V1i+z+a2?—V1—z+2?
¢) flo)=/(z+ 1)+ Y (z -1

d) f(;l‘)Zth'—z

::
&

|I
/'\»-
&

+

—

-+

;,;

a) f(z) =10 sen 3z;

b) f(z) = a sen Az + b cos Az;
0) f(z) = VT

d) f(a)=sen’x;

e) f(z) =sen/z.
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0.4 Limite de una funcién en un punto.

Definicién intuitiva. Se dice que el limite de una funcién f(z) cuando x tiende a o es
[ si para valores préximos a zg, f(x) estd tan cerca como queramos de {. Se denota

lim f(z) =L

T—x0

Demos ahora la definicién rigurosa.

Sea y = f(x) una funcién real definida en un subconjunto D de R. y sea &y un punto
perteneciente 0 no a D. Se dice que el limite de la funcién f(z) es ! cuando z tiende a
o, cuando fijado un entorno arbitrario de I. E(l. ), existe un entorno reducido del punto
2o, E*(z0,6), tal que para todo z € E*(z0.6) N D se verifica que f(r) € E(L. €).

Es decir

lim f(z)=1 & VYE(le¢)3E(20.6)/VzeE(2.6)ND = flz)€E(l.e). (1)

T—Io
Cuando I y zg son numero finitos, la definicién anterior equivale a

lim flz)=1 & VYe>0,36>0/YVz:0<]z—m|<é = [flz) -1 <e (2)

z—Tg

Trabajamos con entornos reducidos del punto zq. para no obligar al limite de la funcién
a que tome el valor f(zg). pues veremos en ejemplos que a veces. existe limite en zo. ¥
sin embargo f(zg) no esté definida.

El hecho de que f(z) — [ cuando 7 — z, se traduce en la gréafica de la funcion y = flx)
en que los puntos P correspondientes a todos los puntos = cuya distancia al punto zq es
inferior a 8, estdn contenidos en una banda de ancho 2¢ limitada por las rectas y = [—¢€
ey=I1-+e
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Ejemplos “gréficos”.

1)y==z

2) La funcién cuya expresién analitica es

1 zZ2
Y=13 2>2

Vemos que en zp = 2 la funcién no tiene limite. Podriamos pensar que el limite de
la funcién cuando z — 2 es 1, pero no es cierto. Y

3 o———
Dado un entorno del punto { = 1, nunca }

podremos encontrar un entorno reducido del
punto rp = 2 tal que todas sus imdgenes per- |
tenezcan al entorno de centro 1y radio € > 0, |
pues fijaos que las imdgenes de los puntos si-

tuados a la derecha de 2, no valen 1 sino 3. L

5 X

Por el mismo razonamiento el limite de la funcién cuando z — 2 tampoco es 3,
pues en este caso, los puntos situados a la izquierda de 2 tienen por imagen 1, es
decir dichas imédgenes “se saldrfan”del entorno del punto 3 por muy pequefio que
hubiéramos tomado el entorno del punto 2.

w s [ -1 z<1 y
%) f(l)‘{ 1 r>1
o Sizg <l lim f(z)=-1 C—
r—1zg

e Sizg>1 lim f(z)=1
L=

eSizg=1 A lim f(z) — |

T—ay

4) Prueba que hm)(‘Zr -1)=3.
z—2
Solucién: Sea € > 0 cualquiera. tenemos que encontrar por lo menos un § > 0, tal

que las z que verifiquen que 0 < |z — 2| < §, sus imdgenes han de verificar que
2z -1) - 3| <e
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Es cuestién de establecer una conexién entre |z — 2| v [(2v — 1) — 3].

(2z-1)—3l<e & [2r—4l<e & 2r-d4<e & |r-d<

O m

luego si tomamos como 6 = §. cualquiera que sea €, para todos los valores de 2z

que satisfagan la desigualdad |z — 2| < § = ¢ el valor de la funcién y = 2v — 1 se
diferencia de 3 en una magnitud menor que e, es decir, 3 es el limite de la funcion
cuando z tiende a 2.

5) Prueba que lim |z| = |c|.

Solucién: Sea € > 0 busquemos mn 6 > 0t.q. si0 < lx—¢f < é= I x| = e/ | <e

Como ||z} — Je|| < |z — ¢| < § = € basta escoger 6 = e.

6) Prueba que lima = a.
T—cC

Solucién: Ve>0 3 6>0 / Va:lz—cd<é = Ja—al<e

en este caso como |a — a| = 0, la relacién |a — a] < € se cumple para cualquier 6.

Ejercicios.
Utilizando la definicién de limite prueba que

a) lim(3z — 1) = 5;

z—

L
b) lm 5 = 35

¢) lim (z* — 8z® +20) = 4.

z——2

La definicién (2) esté dada para el caso de que tanto ! como o sean numeros finitos. Si
1 0 zp 0 ambos a la vez se hacen infinitos. la definicién general de limite se expresa asl

e lim f(z) =+ <

T—Tg ¥ .
; .8

¥ r > 0 por muy grande que sea, 3 6 >0 /

Vz:0<lz—zl<é = flz)>n

En este caso a la recta = = z; se le llama y \
‘ !

asintota vertical de ramas convergentes.
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e lim f(z)=-oc <«
T—T0

¥ r >0 por muy grande que sea, 36 >0 /

Vz:0<|z—z0] <8 = fla)<-r

o lim flz)=1 <«

Ve>032r>0 / Va>r = |flx)-l<e

significa que cuando x es arbitrariamente

grande la grafica de f se aproxima a la / x

recta y = [ (llamada asintota horizontal).

e lim f(z)=1! < ’J
Ve>032r>0 / Ve<—r = |flz)-l<e —_— '

N y
o lim flz)=+x <« e
T——00 So
Paracada M >0 3k<0 tq si z<k
entonces  f(x) > M. al
A
y J
o lim f(z)=+4c <« o
T——+2C //
Paracada M>0 I%k>0 tqgsi z>k

entonces  f(z) > M.

o lim flr)=-x <
Paracada A >0 Fhk<0 tqsi z<k

entonces  f(x) < —AL

o lim flz)=—-x <
T—+oc

Paracada AM>0 FIk>0 tqsi z>k
entonces  flz) < —AM.
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Nota. No es forzoso que la funcién f(z) tienda a un limite finito ni infinito cuando r — a
6 7 — +oo. Por ejemplo, la funcién y = sen z sabemos que esté definida en todo R. pero
cuando £ — %00, no tiende a un lfmite finito ni infinito. Otro ejemplo nos lo da la funcién
y = sen %, definida para todos los valores r, excepto para x = 0. no tiende a ningtn limite
finito, ni tampoco a infinito, cuando z — 0.

v

Limites laterales

Sea y = f(z) una funcién real definida en un subconjunto D de R y sea rp un punto que
puede pertenecer o no a D. Se dice que el limite de la funcién f(x) es /; cuando x
tiende a xq por la derecha y se escribe

lim f(x) =1

-z
siVe>0 3§>0talqueV € (zo.20+8) = flaye(lhi—eli+e)
Esta definicién se puede expresar también

lim f(z) =1 & Ye>0 36>0 /

| U (3)
it O<r—a20<6 = |flx)=-lhL]|<e

Se dice que el limite de la funcién f(x) es I» cuando x tiende a xo por la izquierda
v se escribe

lim f(z) =1

Ty

siVe>0 3§>0talqueVze€ (zn—68z0) = [flx)e(la—elate).

Esta definicién se puede expresar

_ Ve>0 36>0 /
IETD- fa)y=t = O<zg—ax<d = |flz)-ll<e ()
Ejemplo 1. -
1ir§1_ flz)y=-1 ‘ —
Jli>nl/1+ f(lT) = 1 | ! *
A lim f(z).
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Ejemplo 2.
Funcién parte entera de z, E(z). : d —o
A lim E(z) para c € Z *—°

lim. E(x)=c, . % '
lim E{z) =c—1. —o

T—cT

Puede ocurrir, como se ve en el ejemplo 2, que una funcién tenga limites laterales
en un punto y sin embargo, no exista el limite de la funcién en ese punto.

Teorema 0.8 . La condicion necesaria y suficiente para que una funcidn tenga limite en
un punto, es que existan los limites a la izquierda y a la derecha y que ademds coincidan.

Demostracién:
= La condicién es necesaria, va que si lim f(z) = [, entonces, cualquiera que sea
T—Tg

E(l,¢) existe un E*(1,8) tal que si z € (zo — 6,20 + 6) entonces f(z) € (xo — €, 0 + €).
En particular f(x) sigue perteneciendo a E(l,€) si trabajamos tinicamente con los valores
de z que pertenecen a (zo, o + &) 0 a (zg — 8, z¢) lo que significa que existen limites a la
derecha y a la izquierda y ambos coinciden con [.

= La condicién también es suficiente, ya que si

lim flz) =] & Ve>0 36>0/Vare(zo—6az0) = flz)e(l—-€l+e)

=Ty
1im+f(:r):l S Vex>0 36>0/Vze(zgzo+b) = flz)e(l—¢el+e)

Ty

entonces, cualquiera que sea z € E*(zp,d) también se verificard que f(z) € (I —¢,l +¢)
pues x € (z¢ — &,2g) 0 blen x € (x9, 29 + 6) y por tanto lim f(z) =L
T—Zo

c.q.d.
Ejemplo 1.

‘ >
Sea f(z) = { :;IT ! i - 8 Caleula }Tlgll)f(l')

Solucién:

lim f(z) = 11131(12 +1)=1

r—0= el 5
mél Fla) = Tm 2z =0 } como 1o coinciden = A lli% ().
z—0~ r—0~
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Ejemplo 2.
Sea f(x) = |2z — 6|. Calcula lin% flz).
Solucién:

2r—6 >3
flz)=4¢ 0 z=3
—2z+6 <3

lim f(z)= lim (22 —-6)=0
z—3+ ( z—3% } = ili% f(.T) =0.

lim f(x)= lim (2z2—6) =0
=3~ z—3~

Definicién. Se dice que una funcién f(z) estd acotada en un entorno reducido de un
punto xg, si
IMeR/Vz O<|t-al<é = [f(z)] < AL

Propiedades de los limites
1) Unicidad. Si una funcién tiene limite en un punto este limite es tnico.
Demostracién: (por reduccién al absurdo)
Supongamos que lim f(z) =1 y que lim f(z) =Ly L # ls.
T—IT0 T—IQ
Sea ¢ > 0, como lim f(z) = I1 por la definicién de limite (2)
T—I0
36 /0<|z—ml <& = [flx)— 1] <e
Por la misma razén, dado que lim f(x) =1
Tr—2Xn
36 /0<]z—ml<b = [flx)-l<e

Sea 6 = min {61, 6,}. para este ¢ las dos condiciones anteriores se cumplen a la vez.
entonces

36>0/0<jz—m|l<é = |fla)-hl<e ¥ lf(z) — L] <e.

luego
= b =l — fla)+ f(x) = bl < [l = fo)[+ [flx) =l =
=fz) =L+ 1f(@) =l <e+e=2e
Tomando € = E%k')—‘ tenemos

e S
4 T2

que es absurdo. Esto solamente se cumple para I = Iz, es decir. cuando |l; = 1,] = 0.

0<lll—lgi<2€:

c.q.d.
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2)

Acotacién. Si f(z) tiene limite finito en un punto zg. estd acotada en un entorno
reducido del punto zg.

Demostracion:

Si lim f(z) = I, entonces en un entorno reducido de zy se cumple que |f(z) —1| <,
T—Ip

pero esto equivale a
—e< flz)—l<e = l-e<flz)<it+e =

f(z) esta acotada en un entorno reducido de z. c.q.d.

Si una funcién tiene limite distinto de cero en un punto zg, existe al menos un
entorno reducido de este punto en el que la funcién conserva el signo.

Demostracién:

Supongamos que lim f(z) =1y [ > 0; entonces segin (1) I —e < f(z) < {+e
T—To

Eligiendo 0 < € < [, la desigualdad anterior indica que f(z) se mantiene positiva en
un entorno reducido de zg de radio e.

c.q.d.

De la misma forma se hage la demostracién considerando a ! negativo (hacedlo como
ejercicio).

Operaciones con limites finitos

Silim fi(z) =1 y lim fo(z) = lo (e finito 6 infinito) se verifica

a)

lim (fu(e) + fo(@) = lim £1(2) + lim folz) = b + b
Demostracion:

1121]“1(1):!1 & Yex>0 361>0/0<im—a|<61 = |f1<.1’)—l1|<

[SIE

limfo(z) =0, & Vex>0 I&6H>0/0<|z—al<bh = |flz)-Li<

T—a

wle

Sea § = min{;, 62} entonces si 0 < |z —a| <&

[Al@) + fola) = (b + B)] < [Alw) = bl + o) ~bl <5 +5 = e
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lim (fy(z) = fa(x)) = lim f,(z) = lim folry =0 =12,
(Haced la demostracién como ejercicio).
alcim (fi(z) - fo2)) = lim fi(x) - lim fo(x) =11 - lo-
—a T—a r—a
Demostracién:
|fila) - folz) = b lof = | fi(z) - fz(T)'fuI)' 2+ filr) b=l <
S|,f1()fz()—f1 ’H\f =l =
= fi(@) [ fal T/-’|+ 2 rf r) = bl
Dado que lim fi(z) = li, parae =1 >03¢& >0/0< e —al < 6 =
file)—lLl<1 = [A@I <1+
(esta tdltima desigualdad se deduce de la propiedad la] = [bl} < ja —b]).
Ademas 36, >0tq O<|z—a] <& = |Alx)—hl< 9—;7
=102
Por el mismo motivo como lim fo(x) = > 3 S >0tq 0<lz—al <b3 =
f: Il < =—/——
o) = ol < gy
Tomando § = min {8;, 8,8} si0<|zr—a|<é
: RN N 1 £ _fLf.
o) - fole) =Bl < U4 1) s < Rl g =3 T =€
c.q.d.
El producto de una funcién acotada por otra que tiende a cero, también
tiende a cero.
1
Si lim f(x) =1 # 0 entonces lim —— = l
e ST 1
Demostracion:
I
Seae>0 limflz)=1 = 3&§>0/0<|z—al<b = \f(;r)—l|<%‘
! [ | /1
como ||f(x)| = lil| < [f(z) =1 <% = —Q < |f(x)] = |1 <%:>‘5 <
31 i ‘ 1 2
z)| < luego > 5 v por lo tanto —— < —.
@) F@) v T
Tenemos

o ‘f(r)—u —2—-T_
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12
alser lim f(z) =1 = 36 >0/0<|z-a/<l = \f(z)—l|<%-
tomando 6 = min {61,6,} se tiene que 0 < |z —a| < § =

11,2 |
—— - <= —e=¢
o Tn S
c.q.d.
f) lim hlz) _ b siempre que ly # 0.

aoa folz) b

g) lm (1+1)" =e

r—oc

g) lim(1 +2)z =e.
z—0

h) limite de un logaritmo. Sila funcién f(z) > 0y lim f{z) =1>0
lim log, f{z) = log, L.

i) limite de la funcién exponencial. Si 3 es un nimero positivo y distinto de 1 y
lim f(z) =1
T—a X
lim 3¢ = g 2 g1,

T—a

j) limite de una potencia. Si f(z) > 0y lim f(z) = > 0, entonces, cualquiera que
T—a
sea el exponente r se verifica:

lim (f(2))" = [lim f(z)]" =1I".

Tr—a T—a

En todos los casos anteriores hemos supuesto que al tender z hacia un valor finito o infinito,
el limite de la funcién es siempre finito. Volvamos sobre esas operaciones suponiendo ahora
que algunos de los limites considerados son infinitos.

Para no alargar el enunciado, sobreentenderemos que todos los limites se refieren al caso
que z tienda hacia un punto a finito o infinito, asi como las acotaciones que se establezcan
valen para un entorno reducido de dicho punto.

Casos de limites infinitos

1) a) St iliu filz)==xc0 y lim fo{z) = *oc,

r—a

lim (file) + fo(a)) = oo,
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b) Si lim fi{z) = lim fo(a) = 1.

T—a r—a

lim (fy(2) + fo(2)) = 5.

ot

¢) Silim fi(z) =00 y lim faz)=—oc

z—a r—a

de lim (fi(z) + fo(z)) no se puede decir en principio nada salvo que es una
T—a

indeterminacién. Ya veremos cémo “quitarlas”.

a) Silim fi(x) =00 v |felz)] >k

J

[y (x) - folo)] = oc.
b) Silim fi(z) =00 ¥y Lgx}l folz) =0,

r—a

lim[fi(z) - fo(2)] es una indeterminacidn.
r—a

a) Si la funcién fi(z) tiene limite finito o bien se mantiene acotada y la funcién
fo(x) tiende hacia infinito (en ambos casos cuando z — a).

. fil@) _
hE
. | 1 o1

b) Si ;I_I,I}lfl(x) —oc ¥ }TT)‘ > k. osea |fa(z)] < T

lim (=) =

7—a fo(x)
¢) Si lim fi(z) = lim fu(s) = 0

filz) 0

im = - es una indeterminacién.
w=a fo(z) 0

d) Si lim fi(z) = lim folz) =x

r—a

lim hlz) - es una indeterminacion.
a—a fo(z) o
a)Sig>1 y limf(x)=0
z—a
lim log f(x) = —oc.
Tr—a
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b) Si0< A<l vy limf(z)=0,
lim log; f(z) = oc.

c) Sifg>1 y lm f(z)=o0c,

J
T—a

lim log, f(z) = occ.

d) Si0< <1l y limf(z)=oc,

z—a

lim logy f(z) = —oc.
Tr—a

5 a) Silimf(r)=cc y B>1,

r—a

lim 37 = co.
Ir—a

b) Silim f(z)=oc y 0<3<1 entonces

r—a

lim 37 = 0.

T—a

c) Silim f(z

I—a

=-x y #>1,

~

lim 87 = 0.

r—a

d) Silimf(z)=-00 y 0<fg<1,

T—a

lim 37®) = .

T—a

6) Por tltimo, escribiendo
[f(l«)]g(ﬂf) - ﬂg(x)lugg f(=)

el limite de la funcién potencial-exponencial para las diversas posibilidades de limites
infinitos, se reduce al de los casos estudiados en 2), 4) v 5).

Indeterminaciones:

oc—oc, 0-oc, pero 0% =0.

)

ST

oC
=, OCO,, OO7 1
o

Teorema 0.9 Teorema de la funcidn intermedia.
Sea p > 0. Supongamos que para todo z tal que 0 < |z — a| < p sea h(z) < f(z) < g(z).
Silim h(z) =1 y lim g(z) = | entonces se verifica que lim f(z) = 1.

L=
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Demostracién:
Tomemos un € > 0, por ser limh(z) = lentonces 3 & >0/ 0 <|r—a <& =
Ih(z) — 1] < ¢, es decir

l—e<hz)<l+e

de manera parecida por lim g(z) = ! entonces 36 > 0/ 0 < [z —a| <& =
T—=a

lg(z) — I} < e, es decir
l—e<glr)<i+e

Sea § = min {p, 61,6}, para los z tales que 0 < |z — aj < ¢ se cumple
l—e<h(z) < flz)<glx)<l+e = |f(r)-ll<e = lm flo)y=1

¢.q.d.

0.5 Infinitos e infinitésimos.

e Dada una funcién f(z). se dice que es un infinito en a si:

lim f(r) = £oc.

r—a

e Se dice que la funcién y = f(z) es infinitamente pequena cuando x tiende hacia a.
o que f(z) es un infinitésimo en a si:

lim f(x) = 0.

{En los dos casos a € R).
Ejemplos.

Iim(z—%)=0 = = 7 — I es un infinitésimo cuando r —
2 L 2

T—a

[(ME]

limi=0 = gy =21esun infinitésimo cuando r — x:
x T

Ir—a

limsenz =0 = y=senz es un infinitésimo cuando = — 0.

r—aQ

Dadas dos funciones f v g definidas en R. que sean las dos infinitésimos en a. a
pesar de gue las dos funciones tienden a cero cuando r — a. mediante comparacion
vamos a ver “cudl de las dos tiende antes a cero”.

1) Silim LT) = 0, se dice que
==a g(r

f(z) es un infinitésimo de orden superior a g(x).
flz) << g(z) indica que f(z) es mucho mis pequena que g(x) en el limite
cuando Tz — a.
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2) Si lim f(a:) = oc, se dice que
z—e glz)
g(z) es un infinitésimo de orden superior a f(z),
9(z) << f(z) indica que f(z) es un infinitésimo de orden inferior a g(z).

.. f(@) { cR )
3) Silim=——= = entonces se dice que
VS =1 A0 “
f(z) v g(z) son infinitésimos del mismo orden.

Sil =1 se dice que f(z) v g(z) son infinitésimos equivalentes, se denota

por f(z) ~ g(z).
4) Si A lim M se dice que

z—a g(z)

f(z) v g(z) son infinitésimos no comparables.

¢ Hay muchas funciones llamadas infinitésimos fundamentales o patrones que
se dice que tienen orden 1, mientras que sus potencias 2% 3%,... tienen érdenes
2,3,.... Las mas usuales son:

a) cuando z — a, fl@)=z—a;

b) cuando x — o, f{z) = —.

En general, si o es un nimero real positivo cualquier otra funcién del mismo orden
. 1 . L
que (z — a)°, (— -usaremos una de las dos dependiendo de a qué tienda z- se
z
dice de orden a.

Ejemplo.

1
flz)=1In (1 + —) es de orden 1 cuando z — oo pues
x

In(1+1 ¢
lim r1<—1$—> = lim In <1+ l) =lne=1.
T

T—OC = T—0oC
z

Para expresar que f(z) y g(x) son infinitésimos del mismo orden, se suele utilizar
la notacién de Landau

f(z) = 0(g(a)).

o Si f(z) <<< g(x) es decir, si f(x} es un infinitésimo mucho mds pequefio que g(z)
¥ queremos saber “cudntas veces es mds pequefio”, tendremos que buscar un r > 1

tal que
z
lim L)r =[#0
a=a [g{x)]
y diremos que f(r) es un infinitésimo de orden r respecto a g(z). Este  es tinico.
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Un caso particular del apartado anterior. muyv utilizado. es: s1 f(x) es un infinitésimo
en r = ay se cumple que:
fx)
=] 0
7—a (x —a)" 7
entonces se dice que f(r) es un infinitésimo de orden r cuando z — a.

Si un infinitésimo es suma de varios. uno de ellos de orden inferior a los restantes.
a dicho sumando se le llama parte principal del infinitésimo dado.

Ejemplo 1. f(z) = z° + 2% es un infinitéshmo para r = 0; pues bien 22 es la parte
J P

principal de dicho infinitésimo pues linD
r—0"

Ejemplo 2. % es la parte principal de In (1+1) cuando r — ¢ pues
In(1+1 1\* "
lim _(T—L) = lim In <1 +=-] =lnlm {1+~-) =lhe=1
T—0C z T—0C x T—0oC T
Un infinitésimo v su parte principal son infinitésimo equivalentes.

Si en la expresién de una funcién se sustituve un factor o un divisor (nunca un
sumando) infinitésimo por

a) otro infinitésimo equivalente

6 el limite de dicha funcién no varia.
b) por su parte principal

La parte principal de un infinitésimo no se altera al sumarle o restarle otro infi-
nitésimo de orden superior. jOjo! que si es del mismo orden si puede variar.

Ejemplo.
flz) =2 +32> — orden 2. glx) =22 +42% —  orden 2

flz)—g(x) =327 + 42" —  orden 3.

Consecuencia practica

Para calcular un limite, si tenemos una suma o resta finita de infinitésimos. calculamos
primero los de menor orden. sustituimos estos por sus partes principales, despreciamos
los de orden superior y el limite es el resultado de operar con estos.

Infinitésimos equivalentes mas usados

sen (u(z)) ~ u(x), cuando limu(z) = 0:
tg (u(z)) ~ u(x). cuando  lim u{zr) = 0
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3. arcsen (u{z)) ~ u(x), cuando llill u(z) = 0;
4. arctg (u(z)) ~ u(z), cuando }CIB(IIU(I) =0;
5. e — 1~ y(x), cuando  lim u(x) = 0;

6. (1 +u(2)™ ~mu(z), cuando ilil}lu(l’,‘) =0;
7. In(1 +u(z)) ~ u(z), cuando }:IE}I u(z) = 0;
8. In{u(z)) ~ u(x) - 1, cuando il_I'I}I ulz) =1,

9. 1—cos(u(x)) ~

cuando limu(z) =0,

2 ’ T—a
10. apz™ + a2 P+ ...+ a4, ~ apz™, cuando T — oc;
11. @“® — 1 ~ u(z)Ina, cuando  lim = 0;
T~

7. y 8. son dos formas de decir lo mismo.

Demostracién de que senz ~ x:

o1

. sen
Tenemos que ver que hn(l)
z—0 I

Como los dngulos se miden en radianes y el circulo
tiene radio 1, la longitud del arco PB coincide con
2. Ademas senx = PA luego

senx  tamano de longitud PA !
z  longitud del arco PB /
[

Para pequefios dngulos tanto PA como PB son

pequenos y PA es tan parecido al arco PB que el
sen

coclente se va acercando a 1, luego
. senx
lim =1
z—0 x

Si hacemos con calculadora
z 1 01 0’01

senz 0’84147 0.099833 00099998

senzx

(’84147 (/99833 099998
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Ejemplo 1.

Calcula lim( — % )( _ ).
=0 (14+1g82)° —1

Solucién:

r 2 3 T\? xr 2t
1—cos§~1§, 25n? 1 ~senzln2 ~ zln2. <1+t.g‘ 5) —1~5-tg3§~5i§.
luego '

(1—cosZ) (2= —1)  Hrin2 82 _4In2
im =lim t—5— = ¢ = .
z—0 (1 + tg3 %) -1 r—0 o% 5-18 45
Ejemplo 2.

z 25
Calcula lim MLL—L‘E).
a0 arctg L (1 — cos 2 3)

Solucién:

. 1 . .
Haciendo el cambio =y considerando que In (1 + tg?5y) ~ tg?5y ~ 257°

senfln(1+tg?2)  sen3y-In(1+tg’5 .25y 50-3 5
1m_£;_g_§_): i 562 yhnl( +tg Jy):lin 3y 5y _50-3_50

z—oc arctg £ (1 — cos ;) y—0 arctg Ty(1 — cos 3y) y—0 7y9§T/ 9.7 21
Ejemplo 3.
Sabemos que In(1 + z) ~ z cuando z — 0. Calcula aproximadamente In(1'08).
Solucién:

1n(1'08) = In(1 + 0'08) ~ 008 = In(1'08) ~ 008,

Ejemplo 4.

Demuestra que 5V (\/1 +x— 1) son infinitésimos equivalentes cuando z — 0 y utilizando

este resultado calcula aproximadamente /(/93.

Solucién:
% r(VI=z+1) 1_nufz:(\/1_+7+1)
1m = 1 = lr =
=0 /T+z—1 I—’O')(\/l—kr )( Vitz+1) 0 z(l+r-1)
Cz(VT+z+ ) 2 _ e
Entonces 002 002 = 2
V98~ =+ 1=——F—= = 0'99.
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0.5. INFINITOS E INFINITESIMOS.

Ejemplo 5.

Halla €l orden v la parte principal de los siguientes infinitesimos:

a) f(z) = 3z® — 2z, cuando z — 0;

Solucién:

3 -2 o z(32?-2)

lim ——— = lim —=

-0 fooldd z—0 " .

para que este limite sea finito y distinto de cero, n ha de valer 1 pues asi nos queda
. z2(32°-2) L

lim —=—— = —2 luego el orden es n = 1, y como el limite es —2, la parte

=0
principal es —2 z.

b) f(z) =tgz —senz, cuando r — 0;

Solucién:

. tgr—senz .. ST —Sen¥ . SeNT — SenTCOST

lim = lim = lim =

z—0 " o z=0 " z—0 cosx - x™

2

. 1 _ senz(l—cosz) . z-% ¥ 1
lim -lim = lim —2* = lim — = = (para n=3)
z—0CcosST z—0 xn z—0 " z—0 2" 2

1
luego el orden es n = 3 y la parte principal = z*.

¢) f(z) = /x+ vz, cuando z — 0;

Solucién:
1 1
! (r+(r)§>l [JJ% (i—i—l) ’
lim u = lim = lim = =
z—0 n 20 an z—0 fooid
1 1 1 % 1 1 '.%
EICEDICTe) 1
=lim+—->—=Jim——<— =1 cuando n=-
x—0 xn z—0 xn 4

. 1 —_
el orden es n = 5 y la parte principal es 1- 2% = J/z.

d) f(z) =cosz, cuando z — %

5.
Solucién: haciendoz —§ =y = z=y+3
. cos(y+3) . cosy-cosf—seny-seny
lim — = lim =~ = lim = =
SIS T v
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. —seny .o —1
= lim = lim
y—0 yn y—0 yn

=—-1 cuando n=1

el orden es n = 1y la parte principal es — (x- 3)

Ejercicios.

1) Calcula el orden y la parte principal de f(z) =1—cos (VI9+zr-— 3). cuando = — 0.
(Sol. Orden 2. parte principal 7527).

2) Calcula el orden y la parte principal de f(z) = e** — cosx. cuando x — 0.

(Sol. Orden 2. parte principal 22%).

3) Calcula el orden y la parte principal de f(z) =1 —sen§. cuando x — 0.

(Sol. Orden 2. parte principal £(z — 7)%).
Pasos a seguir para quitar indeterminaciones en el calculo de limites

— a) si aparece un cociente de polinomios, }m}, g% dividir numerador v denomina-
dor por (z — a): '

b) por cambio de variables;

¢) por infinitésimos equivalentes:

d) por L'Hopital.

si es posible, dividir numerador ¥ denominador por la mayor potencia que

818
»

exista en la fraccion;
ag) si es cociente de polinomios dard
1) %oc si grado numerador > grado denominador:

a . .. .

2) — si el grado del numerador coincide con el grado del denominador; a v b
son los coeficientes de los términos de mayor grado:

3) 0 si el grado numerador < erado denominador:

b) por cambio de variable:
¢) por infinitésimos equivalentes;

d) por L'Hopital.

1* a

N

aplicando logaritmos

y=lim f(z)?" =1* = Iny=lm g(x)In f(x);

Tr—a
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b) mediante el ntmero e de acuerdo con la expresién

i g(z) _ Aimif(@)-1g(z)
lim f(z) e :

0>, c® Aplicando logaritmos neperianos.

oo —oo  a) sl aparecen raices, multiplicar y dividir por el conjugado;
b) haciendo la transformacién

1

1
N _ 8@ T
fl)—gla) =—7F—"
Fl2)glz)

8

.

se pasa de oc — oc a = 0 — y se puede aplicar lo visto en los apartados
o
anteriores.

o

0 - oc Operando o transformando se pasa esta indeterminacidn a alguna de las anteriores.
En cada ejemplo veremos la transformacién adecuada.

0.6 Continuidad de una funcion.

Sea y = f(z) una funcién real definida en un subconjunto D C R. Se dice que la funcién
f(x) es continua en un punto Xg si
1) existe f(xo)
2) existe lim f(x) 5
i @) (5)
3) lim f(z) = f(zo)
I—Zg
Ejemplos graficos
¢ las siguientes funciones son continuas en el punto zg

o o
!

o las siguientes funciones no son continuas en zg

N A

\
>~ L]
— =
N A x
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La definicién (5) es equivalente a decir que la funcién f(r) es continua en un punto
To pertenenciente al dominio de f(x). si fijado un entorno de f{xg). E (f(xq). €) existe un
entorno del punto zo, E(xo,6) tal que V r € E(xo.6)ND se verifica que f(z) € E (f(xo).€).

Por ser lim f(z) =1 = f(xo), no es necesario excluir del entorno E(zq.6) al propio zq
T—T0
como ocurria en la definicién de limite.

Graficamente la defincién de continuidad expre-
sa la existencia de un entorno del punto zo. tal que
la grafica de la funcién para todos los puntos de
dicho entorno esté comprendida entre la banda li-
mitada por las rectas y = f(zo)+e. v = flxo)—¢€
Otra definicién equivalente a las anteriores es

VYe>0 36>0/Valr—xl<é = ©)
= (flr) - fl@)l <e

Si por Azy = x — 7o representamos el incremento de la variable. la definicién de
continuidad en un punto z interior al dominio de definicién se expresa de la forma

hmo [f(zo + Do) — fxa)] = 0,

f(z) escontinuaenzy <

Azo—

o bien por -
Jim [f(zo + Azo) — f(z0)] = 0.
Azg—0

es decir

im Af(zg) =0,

Dzo—0
donde A f(zo) = f(xo + Axg) — (o) recibe el nombre de incremento de la funcién.
La condicién de continuidad la podemos expresar de la forma: una funcion es continua en

un punto cuando a un incremento infinitésimo de la variable le corresponde un incremento
infinitésimo de la funcién.

Ejemplo 1.
La funcién y = sen z es continua en toda la recta real -ver la grafica de dicha funcién.
Ejemplo 2.
La funcién y = tgz no es continua en los puntos ¥ = § + kw. Y k€ Z -ver gréfica.
Ejemplo 3.
La funcién
T —1. Yr#2
y = T —2
2 r=2
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Continuidad lateral

Dada la funcién y = f(z) definida en D, sea 25 € D. Si ocurre que

a) lim f(z) = f(zo) se dice que f(z) es continua a la derecha de zg;

1'——’13'

b) lim f(z) = f(xq) se dice que f(z) es continua a la izquierda de zg.

Tz
Una funcién y = f(z) es continua en un intervalo abierto (a,b) cuando f(z) es
continua V z € (a,b).

Una funcién y = f(z) es continua en un intervalo cerrado [a,b] cuando f(z) es
continua V¥ z € (a,b) y ademds es continua a la derecha de a y a la izquierda de b.

Ejemplo 4.
La funcién f(z) = z senz definida en el intervalo [0, 27] es una funcién continua en dicho

intervalo, ya que si z € (0, 27) tenemos

lim f(z) = lim (z-senz) = zp-senzy = f(zo).
T—ITQ T—Tq

e Sizg=0, lm asenz= lim z- lim senz=0-0=0= f(0).

z—0t 0% z-0F
e Si zg =2, lim zsenz= lim z- lm senz=27-0=0= f(2m).
—{(27)~ z—(27)~ z—(27)~

Una funcién real es discontinua en un punto zg, cuando no es continua en dicho
punto, es decir, cuando no existe f(zg), o no existe lim f(xp), o0 cuando existiendo f(zo)
T—xo

v el limite, estos valores no coinciden.

Ejemplo 5.
La funcién
|—IT si z#0
Z
fla) =
1 st z=0
no es continua en zy = 0 ya que
. fO)=1
. 1il}1+ f(z) = lim i‘ = li%li Zo1
z—0 z—07 |Z| z—0+ :
. = lim f(z
o lim f(z)= lim i = lim — =1 A z—’of( )
=0 @m0~ 2|  a—0- —x

89



CAPITULO 0. CONCEPTOS BASICOS.

Tipos de discontinuidades

1) Discontinuidad evitable si

a) existe IILH; flx) # flzo)
0
b) cuando 3 21351 f(z) pero A f(zo)

ot —

T
! N

Se llama evitable porque basta dar a f{zq) el valor del lmite para establecer la
continuidad en z = zg. Al valor del limite se le llama “verdadero valor” de f(x)
en T = Io.

z2 -9
-3

Ejemplo. f(z) =

2

=6

e
lim f(z) = lim ——

pero 2 f(3), entonces podemos “redefinir” f(x) de la siguiente forma:

2
-9
r—3 vr#s

flz) =
6 =3

y va es continua en oy = 3.

2) Discontinuidad de primera especie
Cuando {; = hm+ flx) # lim flz) =1l

.'I,‘—':L‘O x—'Iu
Se llama salto de la discontinuidad a la diferencia |l — /1| que puede ser finita o
infinita.

1
Ejemplo 1. y = ——.
z—1
Esta funcién tiene una discontinuidad de pri-
mera especie infinita (o de salto infinito) en
el punto zg = 1 pues
1 1

1i = ; lim
zi»rgar—l Y —1-x—1

= —2.
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1

Ejemplo 2. y =%,

Esta funcién tiene una discontinuidad de pri-

mera especie en zy = 0 pues
6
. 1
lim ez = oc, 4
z—0+ .
. 1
lim ez = 0. ] 4 5 8 10~
—0~
Ejemplo 3. Sea la funcién parte entera de x ¥ - o
Cx)
- . =
y = E(x)

tiene discontinuidades finitas de primera es-
pecie en los puntos xg € Z (el salto es 1).

3) Discontinuidad de segunda especie

Cuando uno o los dos limites laterales no existen. Se dice finita o infinita segiin que
la funcién sea acotada o no.

Ejemplo 1. La funcién
1
y = sen—
T

tiene discontinuidad de segunda especie fini-
ta en zg = 0 pues

. 1 . 1
A limsen~ y A lim sen —.
z—0~ T z—0~ T

Ejemplo 2. La funcién
1
Yy = sen—
z
presenta discontinuidad infinita de segunda especie en zy = 0.

Los casos de discontinuidad de primera y segunda especie se llaman esenciales pues
sus discontinuidades no se pueden evitar.

Ejemplo 3. La funcién

z
— Vz#0
||

1 r=0

flz) =

en zg = 0 presenta una discontinuidad de primera especie de salto 2.
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Ejemplo 4. La funcién

1

- 1#0
fay=4 "

0 z=0

en zo = 0 tiene una discontinuidad de primera especie de salto infinito pues

1 !
lim —=oc y lim —=-o.
z—0" T z—0— T

Ejemplo 5. La funcién

1
sen— <0
x

flx) =
0 20
fo=0
:1.1_.%1 flz) = zl_lar%)1+ z=0 = discontinuidad de scgunda especie.
i i een L
oy S = iy ey 2

Meétodo practico para “buscar”las discontinuidades de una funcién

a) Sinos piden la continuidad en un punto. miramos si se cumplen las tres condiciones
de la definicién (5) en ese punto.

b) Si nos piden estudiar la continuidad de f(x)
1) Calculamos el dominio D de f(z) -pues V 2 ¢ D es punto de discontinuidad
por no estar definida en él la funcién.

2) Para funciones definidas “a trozos”estudiaremos los puntos x = z¢ en los cuales
“cambia’la expresién de la funcién. pues son puntos de posible discontinuidad.

3) Estudiaremos puntos especiales como pueden ser: ceros en los denominadores.
ceros en los valores absolutos, ...

Continuidad de las funciones elementales

n

1) Las funciones polinémicas. P(x)=ag+01x+ ...+ a,z". son continuas ¥V r € R.

2) La funcién potencial y = z"

a) sin>0 escontinua Vr€R:
b) sin<0 escontima VzreR-—{0}.

3) La funcién esponencial y = a* {a > 0) es continua v r € R.
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4) La funcién logaritmica y = log,(z) (a > 0) es continua V z € (0, c0).
5) Las funciones trigonométricas

a) y=senz } son continuas ¥V z € R;
b) y=cosz

¢) y=tgzr continuaVz#-S+kr VkeZ
6) Sus inversas

a) y=arcsenz

b) y = arccosz } continuas V = € [—1,1];

¢) y=arctgr continuaV z € R.

Operaciones con funciones continuas

Segtin se desprende de la propia definicién de continuidad, esta no es méas que un caso
particular de la definicién de limite; de aqui que segin se deduce de las propiedades que
poseen los limites de una funcién se tenga

e Si f(z) y g(z) son dos funciones continuas en el mismo dominio D (o en un punto
Zo), entonces

x) » son también continuas en D (o en el punto zg);

f=)

) e es continua en todos los puntos de D excepto en aquellos puntos donde

se anula el denominador;

c) la funcién valor absoluto es continua en todo R, porque lim |z| = lal;
T—a
d) la funcién raiz cuadrada es continua para cada nimero positivo, dado que
lim /z =+/a para cada a > 0.
r—a
Ejercicio.

Estudia la continuidad de las funciones:

a) y=vz?-9 b) y =2z — 6|
207 z< -2
8 —2<z<1
¢) ,_,22—"-3 d) flz)= ! 1<z <b
Y= snz “=Y -3 -
2r—9
ad S<r <.
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Teorema 0.10 Continuidad de la funcion compuesta

Sea f(z) y g(x) dos funciones reales tales que Im(f) C Dom(g). §i la funcién f(x)
es continua en el punto xo y la funcidn g(z) es continua en f(xo) entonces la funcidn
compuesta (go f)(z) es continua en el punto xy.

Demostracidn:
e Como f es continua en z:

Ve>0 36>0/Va: Jz—mzl<s = |f(x) = flzd)l <e

e Como g es continua en f(zo)
Ye>0 &>0/V f(z): |flx)-flzo)l <& = [g(f(x) —g(flx))] <e

Entonces (g o f) es continua en el punto zy pues
Ve>0 36>0/Va: jz—=z/<é = |g(fz)) —g(flzo))l <e
porque
e—20l <6 = |fz) - flr)l<e=& = |g(f(x) —g(flzo))i <.

c.q.d.
Continuidad uniforme

Una funcién f(x) definida en un intervalo cerrado [a.b] se dice que es uniformemente
continua en dicho intervalo si

Ve>0 F65>0/Yz.20 € [a.b] tales que |77 — 22| <8 = |flz1) — flr) <e
Propiedades

1) Si una funcién f es uniformemente continua en un intervalo [a.b], entonces f es
continua V zo € [a.b)].

Demostracidn:
Por ser uniformemente continua

Ve>0 36>0/Vr,mme€ abtq|rn—xl<d=|flz) - fln)l<e
Si tomamos como o = To:

Ye>0 38>0/Vx quecumpla |ty —x0) <& = [fl7) — flrg)| <€
v esto implica que Jrlim f(x) = flxg). luego f(r) es continua en zy € [a.b].

—Zy

c.q.d.
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2) La reciproca de dicha propiedad no es cierta en general.
Es decir, que f(z) sea continua ¥V zy € [a, b] no tiene por qué implicar que f(r) sea

uniformemente continua en [a, ]

1 . .
Ejemplo. La funcién f(z) = — es continua en (0, 1) y sin embargo no es uniforme-

mente continua en (0, 1).

Propiedades de las funciones continuas

1) Si una funcién f(z) es continua en un punto zg, y f(zo) # 0, existe un entorno del
punto zo, E(zg, ) tal que V x € E(zg,8) se verifica que

sg f(z) = sg f(zo).
Demostracion:

o Supongamos que f(zg) > 0.
Por ser la funcién continua en zg, ¥V € > 0 existe un entorno de dicho punto
E(z0,6) tal que ¥V z € E(zg,6) se verifica |f(z) — f(zo)] < € 0 lo que es lo
mismo

—e< flz) = flzg) <e & flao)—e< flz) < f(zo) + €
Si elegimos el € de forma que sea 0 < € < f(zg) resulta que
0< flzg) —e< f(z) = flz)>0 Vze E(zd).

oo Si f(zy) < 0, bastarfa elegir como valor de € uno que cumpla la condicién de
o O<e<~—flzg) & 0<—flzg)—€ & flzg)+e<0
con lo que
flo) < flzg)+e<0 = flz)<0 VzeE(z,§).
De los resultados anteriores se deduce que
¥ x € E(zo,0) sg f(z) = sg f(zo).
c.q.d.

2) Si una funcién toma valores positivos y negativos en cualquier entorno de un punto
zg y ademds es continua en zp, la funcién se anula en z.

Demostracién:

En efecto, va que si no se anula en zg, por la propiedad anterior existe un entorno
de dicho punto donde la funcién toma solamente valores positivos o negativos, lo
que contradice la hipdtesis. c.q.d.
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Si una funcién f(z) es continua en un punto To. ¥ ademas flxo) >k (6 flmo) < k).
existe un entorno del punto zo. E(xo.8) tal que f(x) > k (6 flzo) < kYVzre
E(xo, 6) .

Demostracion:

Para demostrarlo definamos la funcién g(z) = f(z) — k que es continua en el punto
To por ser diferencia de dos funciones continuas. Evaluando en el punto g se verifica
g(zo) = flze) — k > 0, entonces, por la propiedad 1) existe un entorno del punto
zo, E(z0, 6) tal que

Ve E{zg.8) = glx)>0

o lo que es lo mismo f{x) — & > 0 es decir, flz) >k c.q.d.

La demostracién para la otra desigualdad se hace de la misma forma. cambiando el
signo de mayor por el de menor.

Sila funcién f(x) es continua en el punto zo. existe un entorno de xg. E(7o, ) donde
la funcién estd acotada.

Demostracién:

Por ser la funcién f(z) continua en xo. existe un entorno de xo. E(zp.8) tal que
V z € E(xzo, §) se verifica | f(z) — f(x0)] < € es decir.

flwo) — € < fla) < flro) +¢

de aqui, una vez fijado el ¢, resulta que flzo) — € v f(xo) + € son cotas inferior v

superior respectivamente de la funcion f(zx) para todo » € E(x0.6).

c.q.d.

Ejemplo. Encuentra un entorno del punto ro = 2 donde la funcién f(z) = 22 esté
acotada por 3 y por 5.

Solucién:

Por ser la funcién continua en zo = 2 se tiene
f@2)—e< flz) < f2)+e = 4—e< flx)y<4d+e

Para ¢ = 1 se tiene 3 < f(z) < 5. la funcién estd acotada por 3 v 5 Para
este ¢ vamos a buscar el §. Sea x; la anteimagen de 3 v la anteimagen de D.
= f13)=V3.xa= fHE) = V/5: luego podemos tomar como

§ = min{|2 — 21|, 2 — 2|} = 023,
debido a que

2 m|=[2-V3 =027 =027, [2-mf=2- VBl = | — 023 = 023.
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3)

Una funcién real y continua en un intervalo cerrado [a, b] estd acotada.
Demostracién:

Vamos a demostrarlo por reduccién al absurdo.

Supongamos que la funcién f{x) no esté acotada en el intervalo [a,b]. Se divide este
intervalo en dos partes iguales. Al menos en una de ellas la funcién no estd acotada,
ya que si lo estuviera en las dos mitades

a+b
2 H

f(2)| < bt Vxe[a, ()] < ko Vxe{a;b,b},

la funcién f(z) también estarfa acotada en [a,b] por k = max {k;,ko} en contra de
la hipdtesis de partida.

Sea [ay,b;] el intervalo donde la funcién no estd acotada. Se divide este en dos
mitades, y al menos en una de ellas la funcién no esté acotada por la misma razén que
apuntdbamos antes. Este proceso se repite indefinidamente, con lo que se obtiene
una sucesién de intervalos no acotados en que cada uno de ellos contiene al siguiente.

[a,b] D lay, b1} D las,b2] D ... D e, bu] D ...
v cuyas amplitudes son

Do =~
[N]
)

Por tender hacia cero las amplitudes, por el Postulado de Cantor, la sucesién de
intervalos encajados define un tnico punto o que pertenece al intervalo [a, b], por
estar contenidos todos los intervalos de la sucesién en él.

Por ser la funcién continua en [a, b}, también lo ser4 en el punto o y por tanto, existe
un entorno de a, E(«, 6) donde la funcién estd acotada -propiedad (4)-. Si tomamos
un intervalo [a,, b,] de la sucesién de intervalos encajados cuya amplitud sea menor

[
que 26, es decir, donde n satisface la desigualdad o < 26, entonces tendremos que

‘an, by) < B{a,8), lo cual es contradiccidn, ya que la funcién no estaba acotada en

{an, by] mientras que sf lo estd en E(a, §). c.q.d.

Teorema 0.11 Teorema de Weierstrass (o sobre la ezristencia de mdzimos
Yy minimos).

St una funcidn f(z) es continua en un intervalo cerrado [a,b), se verifica que en

algin punto de [a,b] f(z) toma un valor mdzimo M y asimismo en algin punto de

la.b] toma un valor ménimo m.

Demostracién:

Por la propiedad anterior, la funcién f{z) estd acotada en el intervalo cerrado [a, b].
Unicamente nos falta por demostrar que el extremo superior e inferior del conjunto
de valores que la funcién toma en [a, b] pertenece también a ese conjunto.
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Sea M el extremo superior del conjunto

A={f(x)/ =z€[ab]} ysupongamosque M & A

Definamds la funcién g(z) que también es continua en [a.b], ya que es

1
- M - f('c)
cociente de funciones continuas v el denomiandor no se anula cuando x varia en el
intervalo [a, b] ya que hemos supuesto que M ¢ A.

Por ser g(z) una funcién continua en el intervalo cerrado [a. b}, también estd acotada
en dicho intervalo.

Sea H una cota superior para la funcién g(z) en [a.0]. Se tiene

1 1
9(I)=mSH = g

=

<M-flz) & flz)<M —}1{— Yz € [ab].

. 1 . .
lo que nos dice que M — T es una cota superior del conjunto A. lo cual es un

1
absurdo ya que M era el extremo superior y M — i < M. c.q.d.

De manera andloga se demuestra que el extremo inferior del conjunto A. también
pertenece a dicho conjunto.

Geométricamente este teorema nos dice
que la gréfica de una funcién continua en un
intervalo cerrado se encuentra comprendida
entre dos lineas paralelas al eje de abscisas.

M y m son el extremo superior e inferior del conjunto A respectivamente.

Teorema 0.12 Teorema de Bolzano (Eristencia de raices).
Si una funcién f(x) es continua en el intervalo cerrado [a.b] y sg fla) # sg f(b)
entonces la funcién se anula por lo menos en un punto del intervalo (a.b).

Demostracién:

Supongamos que se verifica f(a) > 0y f(b) <O0.
a+b

5

+ b b
El intervalo [a, b] se divide en dos partes iguales [a. %} v 1:(1 : .bil donde

. . . .. a+
es el punto medio del intervalo [a.b]. Sila funcién se anula en el punto

el teorema estd va demostrado. en caso contrario, en uno de los dos intervalos
anteiores la funcién toma en sus extremos valores de signo contrario. Sea este
intervalo el [a1,b;] el cual se vuelve a dividir en dos partes iguales. Si al repetir este
proceso la funcién se anula en el punto medio, el teorema queda demostrado; en caso
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contrario, elegimos aquella mitad donde la funcién toma en los extremos valores de
signo contrario. Repitiendo indefinidamente este razonamiento, llegamos a construir

la sucesién de intervalos encajados [a,b] D [a1,b1] D (a2, b2] D ... D [an,bs) O ...

. 1
de amplitudes [, CLCTRARRRE e
funcién toma en los extremos valores de signo opuesto.

... donde cada uno de ellos se caracteriza porque la

Al tender las amplitudes de dichos intervalos hacia cero, por el postulado de Cantor,
la sucesién de intervalos encajados define un tnico punto o que estd contenido en
todos los intervalos en donde la funcién tiene necesariamente que anularse, ya que
si f(a) # 0 existe un entorno F(a,§) en cuyos puntos la funcién toma valores del
mismo signo que el de f(a) -por la propiedad 1)-. Por otra parte, fijado el entorno

S . l .
E(a,6), existe un intervalo de la sucesién {a,,b,] de amplitud o contenido en
dicho entorno, [a,,b,] C E(a, ). Bastaré clegir aquel que cumpla la condicién de
que o < 246, lo que es un absurdo, ya que f(z) toma valores de signo contrario en

los extremos de [a,,, by], y por otra parte, el signo de la funcién es siempre el mismo
en E(a,d). c.q.d.

Geométricamente este teorema dice que si

la funcién es continua en [a, b], para pasar del

punto (a, f(a)) de la curva al punto (b, f(b)), /
necesariamente hemos de cortar por lo menos /
una vez al eje de abscisas. Es decir, por lo / :
menos existe un punto ¢ € (a,b) tal que en 7 : o
¢l la funcién se anula, f(c) =0.

Aplicacién: Método de biseccién

Supongamos que queremos encontrar las raices de f(z) = 0. Miramos si

f continua en [a, b]

sg fla) # sg f() } = dpeab)/ flp) =0

El método requiere dividir repetidamente a la mitad los subintervalos de [a,b] v, en
cada paso, localizar la mitad que contiene a p. Para empezar, tomemos a; = a y
. 1 .

by = by p; el punto medio de [a,b]; 0 sea p; = 5((11 +b1). Si f(p1) = 0, entonces
p = p1; sl no, entonces f(p;) tiene el mismo signo que f(as) o f(b1). Si f(m)y fla1)
tienen el mismo signo, entonces p € (py1,b1), y tomamos as = p; y by = b;. Si f(p;)
y f(b1) son del mismo signo, entonces p € (ay,p;), y tomamos as = a; y ba = p1.
Ahora re-aplicamos el proceso al intervalo [ag, be]. Y asf hasta que se encuentra
f(p) = 06 el i-ésimo intervalo [a;, b;] es més pequefio que un error prefijado.
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Teorema 0.13 Teorema del valor intermedio (Propiedad de Darbouz).
(Generalizacidn del teorema de Bolzano)

Si la funcién f(x) es continua en el intervalo cerrado 'a.b] y f(a) # F(b) la funcidn
aleanza en este intervalo todos los valores comprendidos entre f(a) y f(D).

Demostracién:

En efecto, supongamos para fijar ideas que f(a) < f(b): demostremos que para

cualquier valor yo € [f(a), f(b)] existe un punto zo € [a.b] tal que f (T9) = vo-

Siyo = f(a) o yo = f(b) el teorema estd va demostrado. va que en ambos casos el
valor zg coincide con a o b respectivamente. Unicamente falta demostrarlo cuando
Yo € (f(a), f(B))-

Definamos la funcién g(z) = f() — yo que es continua en [a.b] por ser diferencia de
funciones continuas. Ademds se verifica que

gla) = fla) —ya <0 vy g{b)= f(b}—yo >0

es decir, en los extremos de [a.b]. la funcién toma valores de signo contrario. En
virtud del teorema de Bolzano. existe un punto 1o € [a.b] tal que

glre) = f(xo) —yo = 0.
Luego f(zo) = %o- c.q.d.

Teorema 0.14

Si la funcién f(x) es continua en el intervalo cerrado [a.b]. la funcidn recorre todos
los valores comprendidos entre el mdzimo y el minimo de la funcidn en [a.b].

Demostracién:

Claro, pues por ser la funcién continua en [a.b]. por el teorema de Welerstrass la
funcién posee un maximo y un minimo. Sean estos A v m regpectivamente y sea yq
un valor arbitrario comprendido entre A/ v m. La funcidn g(x) = f(r) = yo cumple
las condiciones del teorema de Bolzano. luego existe un punto zqn € [a.b] tal que
glzo) = f(zo) —yo =0 v esto implica f(zo) = yo-

c.q.d.
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Capitulo 1

Derivacion.

1.1 Derivada de una funcién.

Definicién. Sea f(z) una funcién real definida en un subconjunto D de R. Se dice que
la funcién f(x) es derivable o diferenciable en un punto xo € D si v solo si existe
el limite

lim L8 = 7(20) (1.1}
ez T — T

dicho limite se representa por f'(x) v recibe el nombre de derivada de fen zq.

Si hacemos z = z9 + h la expresién (1.1) se transforma en

o flmoth) = flwe) . Af
= Jim 2

que nos dice que la derivada de una funcién en un punto zg es el limite del incremento de
la funcién partido por el incremento de la variable cuando este tiende a cero.

La derivada de una funcién en un punto es un valor numérico. Se designa con
las notaciones

dz

Ejemplo. Calcula la derivada de y = z* en el punto zp = 1.

Yo = f(zo) = @)m = Df(ss).

Solucidn:

_ 2 __ 2 _ 9
f(l+h) f(l)zhm(1+h) 1:hml+h +2h 1:hmh(h+-):2

1) =1l
AS) nlgé h h—0 h h—0 h h—0 h

Funcién derivada. Sea f(z) una funcién real definida y derivable en un subconjunto
D C R. Podemos construir una nueva funcién asignando a cada valor g € D su derivada
J'(o). A esta nueva funcién se le llama funcién derivada y se designa por

W _ pit) — pun LW = £(2)

y=flz)= I lim o } (1.2)
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Ejemplo. Calcula la funcién derivada de la funcién f(x) = 2% =37+ 5.

Solucién:
x — ; r+h)?=3(x 5-12+3z-5
Flo) = }lir% f(thi)l flz) _ }l}in}) (x+h)*=3(z+ h;_'— b—a’+3r—5 _
24 2zh+h?—32—3h+5~12+32—-5  h(2r+h—3)
= lim = lim =2r — 3.
h—0 h h—0 h

Ojo, no confundir la funcién derivada, en que x es variable, con la derivada en un punto
que es un valor numérico.
Siguiendo con el mismo ejemplo, para calcular f'(—2) podemos hacer de dos formas:

e aplicando la definicién

fl=2+h) - f(=2) _

f(=2) = Jm ; -
24 ) = 3(—2 4 h) +5) = [(=2)? = 3(=2) + 5]
= lim- =
" wh-7) "
=T T
ee 0 bien en f/(z) = 2z — 3 sustituir z por —2: f'(-2) = 7.

Definicién. Si la funcién derivada f'(z) es a su vez derivable en el subconjunto D C R.
a la derivada de f'(z) se le llama derivada segunda de f(x) v se representa por (). de
forma andloga a la funcién derivada de la funcién f "=1(z) se le llama derivada n-ésima
de f(x) y se representa por f*(x).

1
Ejemplo. Halla la derivada n-ésima de la funcién y = e 1
Solucién:
Como y = (2z + 1)7' se tiene
Y = —2(2z+1)7?
Y =22.2-102r+1)7?
y"'=-2".3-2.12x+ 1)
yt=2-4-3.2-1Q2z+1)7"
. (=1 2mal
y =

(27 = 1"+

(més adelante veremos el cdlculo de derivadas n-ésima).
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Interpretacién geométrica de la derivada
Sea f(z) una funcién derivable en z,.

Sean P (o, f(z0)) ¥y @ (zo + h, f(zo + h)) dos pun-
tos pertenecientes a la grafica de dicha funcién.
El primero un punto fijo y el segundo un punto
arbitrario ya que depende del valor que le demos
ah.

Se tiene que

f(s0+ 1) ~ f(an) = B0 T =GO
h=BA=0B-0A=PC

Como la funcién es derivable en zo, por definicién
sabemos que

f{zo + h) — f(o) =th~_C
h k50 PC

f(zo) = lim m =

= hlng)tga =tgag
Por tanto

Si una funcién es derivable en un punto Zg, su derivada en dicho punto coincide
con la pendiente de la recta tangente a la curva en ese punto.

Otras interpretaciones de la derivada

Muchas nociones de la Quimica, la Fisica,..., la Técnica, adoptan una expresién precisa
gracias al concepto de derivada.

La velocidad de un mévil en un movimiento rectilineo en un instante to se define como
el limite del cociente del incremento de espacio por el incremento del tiempo
§— 8o

i) = Jim =,

es decir, es la derivada de la funcién espacio s = s(t) respecto del tiempo, en el instante
considerado tg.

Del mismo modo el limite del cociente del incremento de la velocidad por el incremento
del tiempo

. V=1
lim
t—to T — 1o

se llama aceleracién del movimiento y es la derivada de la velocidad v = v(t) respecto
del tiempo.

En general, para cualquier fenémeno cuyos estados se puedan medir por numeros y que
dependan del tiempo ¢, y = y(t) (por ejemplo: un movimiento de rotacién de un sélido,

temperatura de un cuerpo, altura de un avién, etc.) se puede definir la velocidad de
variacién como

y(t) —y(t
lim y{t) — y(to)
t—tg t—to
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y por tanto, estos conceptos fisicos tienen su definicién correcta mediante la nocién de
derivada.

Otro tanto se puede decir de funciones cuya variable independiente no es el tiempo. pero
que también se reducen a la nocién de derivada. Asi por ejemplo: el peso especifico. el

calor especifico, la concentracién de una disolucién, la velocidad de una reaccién quimica,
la dilatacién de una barra, ...

Derivadas laterales

Sea f(z) una fucnién real definida en un subconjunto D C R y sea 7o € D. Si existe el

limite a la derecha

lim f(zo + h) = f(zo)

R0+ h
se dice que la funcién f(z) tiene derivada a la derecha del punto xq y se representa
por f/(xg).

Si existe limite N

o flEo )~ i(z)

R0~ h
se dice que la funcién f(z) tiene derivada a la izquierda del punto xg y se representa
por f'(x3).

De la interpretacién geométrica del concepto de derivada, se deduce que las derivadas

en un punto coinciden con las pendientes de las semirrectas tangentes a la curva en ese
punto.

Para que una funcién sea derivable en un punto tienen que existir las derivadas laterales
en dicho punto y ser iguales.

Ejemplo 1. Estudia la derivabilidad de la funcién f(z) = |z| en 2o = 0.

-z <0 -
Solucién: f(z)=< 0 z=0 3
z x>0
gy JOER—FO) R
/ _— = —_=—]= 2
)= hli%l— h hl-lf(j)l— h 1=tgas,

f(0*)y= lim w= lim E= 1=1tga.

h—0+ h—0+ R

luego f(z) no es derivable en zo = 0.

Ejemplo 2. Estudia la derivabilidad de la funcién

o ={% 150

z¢ x>0
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Solucién:
o . f(0+h) - f(0) . 2h-0
=1 = o
7o) ho- h hl_’lrgx_ h 2
. . f(0+h) - f(0) . k=0
7(07) hl—»H(I)L h hl—»l o+ h 0

luego f(z) no es derivable en 2z = 0.

Se dice que una funcién f(x) es derivable en un intervalo [2,8], cuando es derivable

en (a,b) y ademds existe la derivada a la derecha del punto a y la derivada a
la izquierda del punto b.

1.2 Continuidad de las funciones de una variable.

Teorema 1.1 Si una funcidn f(z) definida en un subconjunto D C R es derivable en un
punto xo € D, entonces la funcidn es continua en dicho punto.

Demostracién:

Sabemos que una funcién es continua en un punto si
lim f(zo + R) = f(z0)
o lo que es lo mismo
lim [f(z0 + ) = f(z0)] = 0 (13)
Suponiendo que f(z) sea derivable en z,, se tiene que

}Zli% f(l'o + h]z - f(-'L'O) - f’(xo)

;ll%[f(xﬂ‘*‘h)_f(ﬂfo)]:}ll%f_(xﬂwo_).h:

h
i LB R) — flze) _
=l = s 0 =0

Es valido multiplicar v dividir por A, ya que nunca toma el valor cero, Unico caso donde
la divisién no est4 definida.
c.q.d.

El reciproco de este teorema no es siempre cierto, pues antes hemos visto que la funcién
f(z) = |z| es continua en el origen, pero no es derivable en dicho punto; por ello, la

derivabilidad de las funciones es una condicién més fuerte que la continuidad de las
misnas,
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Ejercicio.

Estudia la continuidad y la derivabilidad en z¢ = 0 de la funcién

f($)={zsen% z#0
0 T oz=0.

Teorema 1.2 Sean f y g dos funciones derivables en el punto xg, entonces:
1) f+g es derivable en 2y y
(f +9)(w0) = f'(wo) + ¢ (w0)
2) af es derivable enzy (@t ER) y
(a f) (z0) = a f'(z0)
3) f-g es derivable en xg y
(£ 9)(z0) = f'(z0) g(zo) + ' (o) f (o)

1
4) si g(zo) # 0 entonces E es derivable en zg y

1 L d(=0)
(5) (#0) =~ m)?

5) sig(zo) # 0 entonces g es derivable en zq y

£V o Fao) alan) — o (a0) flao)
(g) (z0) = TESE

Demostracion:

1) Calculemos

(f+g)zo+h) = (f+9){xo) _ [fmwo+h)+ glze + k)] = [fzo) + g(z0)]

h ) -

_ fl@o+h) - flzo) n glzo + h) — g{zo)
h h ’

Aplicando limites

fim S D@0t h) = (f+g)(@oth) _ . fleoth) = f(zo) (. g(2o+h) = g(wo)
h—0 h R0 h h—0 h
luego

(f +9) (zo) = f'(z0) + ¢'(x0)-
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2) Calculemos

(@f)(@o+ k) = (af)(z0) _ af(zo+h) = af(x) oJ o+ h) = f(zo)

h h h '
Aplicando limites

lim (&)@ 1) = (@f)@o) _ - flao+h) — flz)
h—0 h h—0 h

luego
(af) (z0) = af'(z0).

3) Calculemos

(f-9)@o+h) — (f-g)(m0) _ (flma+h)- g(zo+h) — f(zo) - 9{zo)

h h -
f(zo+h) - g(zo + h) — flzo+ h)g(wo) + F(zo + R) - g(z0) — f(zo) - g(z0)
h

_ o+ R)[g(xo + h) — g(z0)] 4 9(z0) [£(z0 + 1) — f(=0)]
h h )

Aplicando limites

(f-9)zo+h) — (- 9)(x0) (Zo + k) — g(zo)

. s g ‘
i B = Jim f(zo + h) lim; 3 N

f(zo+h) — (o)
h

como f es derivable en z, entonces f es continua en a, luego

9(a) lim

lim (20 + h) = f(z0).

Por tanto

(£ 9)'(zo) = f(0) ¢'(x0) + g(z0) f'(x0).
1
4) Dado que g(zp) # 0 y g es continua en Zo entonces E es continua en zg. Luego

1
lim ——— = .
b0 g(xo+h)  g(zo)

Ademds, por lo estudiado en continuidad, puntos muy proximos a o tienen las

imagenes muy proximas a g(zg), es decir, para un A # 0 suficientemente pequefio
glzo+ h) #0.

1 1 1 } _ {g(ivoJr/?) —g(zo)] 1 1

b Lgleo +R) ~ g(mo) h glzo+h) glzo)

107



CAP{TULO 1. DERIVACION.

Aplicando limites

1
i
lim w = —(lim _g(xo +._h) — g_(_xo) Hm — 1 !
R0 h h—0 h h—0 g(xg + 1)/ g{xo)
luego

1
Z, usando los apartados 3) y 4)
g

(£) = (r-3) o) = 1160 (3) )+ st () o0 =

1 . —g'(zo) _ f'(z0)g(z0) — 9'(x0) f(z0)
o) T P G 9Go)? |

5) Como podemos escribir g =f.

= f'(z0)
c.q.d.
Calculo de derivadas
1) La derivada de una constante es cero
f@y=k — f@)=0.

2) La derivada de una constante por una funcién es igual a la constante por la
derivada de la funcién

3) La derivada de una suma de funciones, es igual a la suma de las derivadas de
dichas funciones

(f(z) £9(2)) = f'(z) £ ¢'(2).
4) Derivada del producto de funciones
(f(z) - g(z)) = f'(z) - g(z) + f(z) - g'(x).
5) Derivada del cociente de funciones

@\ _ @) —g@f@)
(g(x)> N g(a) vz /g{r) #0.
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6) Derivada de la funcién f (x) = x™ donde n es un niimero natural -después generalizaremos-
flzy=nz"1.
7) Derivada de la funcién seno
flz) =senz — f'(z)=cosz.
8) Derivada de la funcién coseno
f@)=cosz — f(z)=—senx.

9) Derivada de la funcién tangente

1 2
flz)=tgx — f’(x)=M=l—|—tg z.

10) Derivada de la funcién cotangente

1
sen? z

f(z) = cotgz — f'(z) = = —(1 + cotg?z).

11) Derivada de la funcién logaritmica
, 1
fl@)=log,z — f(z)= ;logae (a > 0);

flzg)=Inz — f'(z2)= %

12) Derivada de la funcién exponencial
flx)=a® — f(z)=0a"lna (a>0);
f@)=e" —  flo)=¢"

Teorema 1.3 Derivada de la funcién compuesta (Regla de la cadena). Sea
y = f(z) una funcion derivable en D; C R y sea h = g(y) una funcién derivable en
Dy C R donde estdn los valores que toma f. Entonces, si

h=gof = N=d): f(z). (1.4)
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Demostracién:

A cada valor de z le vamos a asignar un valor de y = f(z) y a este valor de y un valor
9(v)

Ay = f(z + Az) - f(z) Ah=gly+Ay)—gly).

Ah
Para hallar la derivada de la funcién compuesta tenemos que hallar Alim0 = R (z).
y—0 A
Por ser h = g(y) una funcién derivable para el punto y

vy o gly+ Ay) —gly) ooy g9y + Ay) = gly)
Jy) = Algo Ay entonces ¢'(y) = R P— + e(Ay)

siendo €(Ay) una funcién que tiende a cero cuando Ay — 0.

Ah =gy + Ay) — g(y) = Dy [g'(y) — e(Ay))

luego
Ah gly+ Dy) — Ay,
i Lo W9 Ay; 1 _ A—‘Z [g'(y) — e(Dy)].
Tomando limites
AR gly+ Dy —gly) . Dy, _
Alm 2= lim SE——m == = lim o g'(y) - e(Ay)] =

lgo fI' (@) =g')- f'(2) = ¢ (f(x)) - f'(2).

c.q.d.
Ejemplo 1. Halla la derivada de la funcién h = In(sen x).
Solucidn:
_ _ f(z) =cosz
f((:v))_—lsnenz—y } . )_l_ 1
gy, =1ny gy_y—seni
entonces
(g f)(z) = g(f(z)) = In(senz).
Luego
. 1 cosS T
1 — . f! = S COST = = coter.
In{senz)] = ¢'(y) - f'(z) pp— oS T - cotgr
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1.2. CONTINUIDAD DE LAS FUNCIONES DE UNA VARIABLE.

Ejemplo 2. Halla la derivada de la funcién In [sen(a®)].

Solucién:

}‘L =g(y) =seny } = (iohoy)(z) = In[sen z(a”))

Luego

[In [sen(a®)]] = [(iohog)(@)) = 2/(h) - g'(y) - f'(x) =

Otra formulacién de la regla de la cadena

1 1 1
Z’ h = = =
( h  seny senac
9'(y) = cosy = cos(a*)
f(z) =a%Ina
T cos(a®) 07 1
sen(a) cos(a®) - a* - Ina.

gi ¥© f(u) } —y = f(u) = f(g(x)) en esta situacién tenemos

u = g(z)
dy d

L= o)

Luego la férmula se transforma en

Dicha férmula puede extenderse a varias variables

d
Ejemplo 3. Halla d—y, supuesto que y=3u?+2 y wu=
a:

dy_ ’ _ gt ’
oy =W =f(gx)) ¢(z)
dy _dy du
dz ~ du dz’
dy_dy du ds
ds  du dr ds
1
z—1
dy 6 du -1
@_6u_x—1 E_(x—lﬁ
dy du 6 -1 6

du dz—x—ll(x—1)2__(z—1)3'

Solucién:

Dado que

resulta
dy
dx

Se puede obtener el mismo resultado expresando en primer lugar y en funcién de z ¥

diferenciando
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CAPITULO 1. DERIVACION.

Derivada de la funcién inversa

Si f es inyectiva, sabemos que f tiene funcién inversa f7'.
Si f es inyectiva y diferenciable tal que f’ no toma el valor 0, entonces f~' es diferenciable.
Sea y = f(z), sabemos que su funcién inversa cumple

(fof) @)=z
Para hallar la derivada de f~!, aplicamos la derivada de la funcién compuesta
Tef@ =z = [(fefH@=1 = ()W) f@=1 =

= (Nu=qm ~ 0=

(F' ()
En la notacién de Leibniz
dr_ 1
dy dy
dz
pues
_ dy dx —1n/
— e 1 e ! _—= !
y=fle) == = —=[(2) 7 (Y

Sabeémos y = f (f~*) (y) entonces, derivando

1= () 00 W) = @) (F) () = j_y e j_y _ Elg

dx
Aplicaciones
13) La derivada de y = arcsenx es
pp—
V1—z?
pues la inversa de y = arcsen = es z = seny. Luego
1 1
= =y =—— pero cosy=+/1-sen’y=+v1-22
Yy enyy y =y pero cosy = /1 —sen?y
14) La derivada de y = arccosx es
. 1
v V1-—z?
pues la inversa de y = arccos = es & = cosy. Luego
1 1
= = seny = /1 — cos?y = V1 — 22,
Y (cosy)  —seny Pero  SERY = A v
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1.2. CONTINUIDAD DE LAS FUNCIONES DE UNA VARIABLE.

15) La derivada de y = arctg x es

, 1

y 1y

pues la inversa de y = arctgz es z = tgy. Entonces

y/ 1 1 ¢ SZ
= = = cos“y
(tgyy 1
cos?y

Ademas

5 v/1 — cos?
z=tgy=seny= LA zeosy=+/1—cos?y =

= zcos’y=1-cosly = zeos’y+cosly =1 =

2 2 2
= 1 =1 = 0s“ Y = ——
cos“y(1+ %) cos’y T

que sustituyendolo en la expressién de arriba queda,

1
VeI
De forma ansloga podéis demostrar que:
16) La derivada de y = arccotgx es
yoo Ll
1422

17) La derivada de y = [f(x)]5®
y = [f(2)]™ aplicando neperianos

Iny =In[f(z)™ = Iny = g(z)ln f{z) =

= d(@)n (7)) + ) - £
= Y=y [g’(z) in (7)) + ofe) - £ }

= = U 56 )+ gt

=

@

el
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CAPITULO 1. DERIVACION.

Ejemplo. Calcula la derivada de y = z*.
Solucion:
4 1
lny=lnz* = hy=zhz = = :lnz—k;—x = ¢y =ylhes+1] =
Y
= y=z"lnz+1].
Derivada de la funcién implicita
Una funcién decimos que esté en forma implicita cuando viene dada por f(z,y) = 0.
Por ejempo, la ecuacién 22 + ¥ — a® = 0 determina implicitamente las dos funciones

y=VIF-T o y=—VE-

No siempre es posible hallar la forma explicita de una funcién implicita. Asi, las funciones

definidas por las ecuaciones y® —y—2? = 0 6 y— z — ; seny = 0 no pueden ser expresadas
mediante funciones elementales.

Toda funcién explicita y = f(z) puede ponerse en forma implicita como y — f(z) = 0.
Supongamos que la funcién esté dada por la ecuacién z? + y* — a* = 0. Derivando ambos
miembros de dicha identidad respecto a z v considerando que y es funcién de z, obtenemos
(aplicando la regla de la cadena, teorema 1.3)

22+2yy =0 dedonde 1y = —g.

Observad que si derivamos la funcién explicita correspondiente ¥ = v/a? — z2 obtendriamos
P Yy

, T T
V==

/a2 — 22 v
es decir, el mismo resultado.
Ejemplos.
1) y® —y — 2% = 0 — derivando respecto az, 63°y —y —2z=0 =
, 2z
v= 6y°—1
2> ey=m+y—)y’ey=1+y/ = y’(ey—1)=1 =

' 1
V=1

Observacién. De los ejemplos anteriores se deduce que si se trata de hallar la derivada
de una funcién implicita para un valor dado zq de la variable z, es preciso conocer previa-
mente el valor de la funcién para ese valor .
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1.2. CONTINUIDAD DE LAS FUNCIONES DE UNA VARIABLE.

Aplicaciones geométricas de la derivada

1) Ecuaciones de la tangente y de la normal

Sabemos que una recta viene expresada por la ecuacién y —yg = m (z — zo) donde
(0, Y0) es Un punto de dicha recta y m su pendiente (es decir, la tangente del dngulo
que dicha recta forma con el eje de abscisas), luego

¢ la ecuacién de la recta tangente a una curva en un punto (o, Yo) €s
Y —yo = f'(zo) (z — o),

®e y la ecuacién de su normal es

2) Angulo entre curvas Y

Dadas las curvas y = f)(x) y = folz)

Se llama dngulo formado por las curvas Ay ™
f2 en su punto comiin M,, al angulo w que ©
forman entre si las tangentes a las curvas en
ese punto M. '

[XEY)
2

Por gedémetria analitica se tiene

tgw = tg(ws — wy)

pues
w =180 + (wy — w)
luego ' N\
tgw = tgwy —tgw; f3(xo) — fi{zo) . . .
L+tgwatgws 14 fi(z) - fi(zo) ‘
Ejemplos.

1) Halla los puntos en que las tangentes a la curva y = 3z + 4z° — 1222 + 20 sean
paralelas al eje de abscisas.

Solucién:
a=0° tga=0
Y =122 41222 - 247

z=0 y=2
0=122"+1222- 240 = g=1 = y=15
z=-2 y=-1
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CAP{TULO 1. DERIVACION.

luego los puntos son:

P(0,20), Po(1,15), Py(~2,-12).

2) ¢En qué punto la tangente a la parabola y = z® — 7¢ + 3 es paralela a la recta
5c+y—3=07?

Solucién:

Y =2z-7 o ,
5cr+y—-3=0 & y=-5z+3 = 5=22-7 = 2=2t =

z=1 = P(1,-3).

2z /
3) ;Qué angulo forma la curva y = €”5% con la recta z = 2 al cortarse con ella?

Solucién:
y= eO’SJJ
=9 } se cortan en el punto (2,e)

Y =085"" = y(2,e)=2=tgw, ‘

™

W=W —Wy == —Wy
2 05”1 o 1 Bl ] 5 3
luego
tgwy
tgw; — tguws 1- tgwr 1 e
tngtg(wl—wg):1+tgw tgw -1 Ty
! 2 ttgun 5
tgw,

y 10 -
4) Un punto se mueve sobre la hipérbola y = — de tal modo que su abscisas z aumenta

uniformemente con la velocidad de una unidad por segundo. ;Con qué velocidad
variard su ordenada cuando el punto pase por la posicién (5,2)7

Solucién:
10 N dx_l ero dy dy dxr 10
y_z dt P dt  dr dt z?
dy 10
1 —= = —
T P
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1.3. DIFERENCIAL DE UNA FUNCION.
1.3 Diferencial de una funcidn.

Supongamos que la funcién ¥ = f(z) es derivable en el intervalo la,b]. En un punto z

del mismo, la derivada de esta funcién sabemos que se determina por f(z) = lim =,
entonces

Y i —
= () +e(z)  donde A1111306(55) =0.

Multiplicando por Az tenemos
Ay = fl(z) Dz +e(z) Az

Si fi(x) #0, f'(z) Az es un valor muy pequefio y €(z) A z es un infinitésimo de orden

e(z) Az
. ior a A 1i —_— = i = (.
superior a Az ya que A == Alm e(z) =0

As pues, el incremento de la funcién, Ay, se compone de dos sumandos de los cuales
el primero (para f'(x) # 0) recibe el nombre de parte principal del incremento. E]
producto f'(x) A x se denomina diferencial de la funcién y se designa por dy 6 df (x).
De modo que si la funcién y = f(z) tiene derivada f’ () en un punto z, y esta es # 0, el
producto de ésta por el incremento, Az, de la variable independiente se Hama diferencial
de la funcién y se designa con el sfmbolo dy, o sea

dy = f'(z) Az, (1.5)
La diferencial de la funcién identidad y=zessdy=1-Azycomoy =2’ =1
dy = dz = Az,

Asi pues, la diferencial de la variable independiente z, dz, coincide con su incremento,
Az,

La igualdad dz = Az se toma como definicién de la diferencial de una variable indepen-
diente, por tanto (1.5) se puede expresar

dy = f'(z)dx (1.6)
y de aqui
iy~ 3y

Por tanto, la derivada f'(x) puede ser considerada como la razén de la diferencial de la
funcién respecto a la de la variable independiente.

Entonces podemos escribir
Ay =dy+e(z) Az

Asf pues el incremento de la funcién difiere de la diferencial de ésta, en un infinitésimo de
orden superior respecto a Az,
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CAPITULO 1. DERIVACION.

Significado geométrico de la diferencial
Seay = f(z) una funcién derivable en un intervalo
l@,b]. Hemos visto que la diferencial de la funcién
es dy = f'(z)dz.

Trazamos la recta tangente a la curva y = f(z) en
el punto z. Por la interpretacién geométrica de la
derivada sabemos que f'(z) = tga, es decir, f'(x)
es la pendiente de la recta tangente en el punto z

En el tridngulo ABD:

. BD =tga-AB
BD = f'(z)dz = dy

luego, la diferencial de la funcidn f(z) correspon-
diente a los valores dados de z e Nz es igual al
incremento de la ordenada de la tangente a la cur-
vay = f(x) en el punto dado x.

Como se ve en la segunda figura, no siempre es
dy > Ay.

tgo =

e

Ejercicio. Calcula Ay y dy en la funcién y = z?

1) para valores arbitrarios de z y de A,
2) paraz=20e Az =0'1.
Solucidn:
1) Ay = flz+L2)— f(z) = (e+Az)2—2? = 22+ 2z Az + (A7)’ — 1% = 2r Az +(Ax)?
dy = f'(z)dz = 2z dx.
2) Ay=2-20-01+ (0'1)2 = 4+ 0'001 = 4001
dy=2-20-01=4

Vemos que Ay = dy.

El célculo de la diferenial de una funcién se reduce en realidad al célculo de la derivada,
va que al multiplicar la dltima por la diferencial de la variable independiente se obtiene la
diferencial de la funcién. Por tanto, la mayorfa de los teoremas y férmulas que se refieren
a las derivadas, siguen siendo vélidas para las diferenciales.
Por ejemplo:

dlu+v)=du+dv
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1.3. DIFERENCIAL DE UNA FUNCION.

Pues y =u-+v —y =u 4+, luegody=y’dx=(u’+v’)dm=u’daz+v’dm=du-l—dv;
d(u-v)=udv+vdu
pues y =u-v =y = u-v' +u - v, luego dy = d(w) = y'de = (uv' +u'v)dz =

uv'dz +vu' dr = udv + vduy;

u vdu—udv
d (;) - v2
Diferencial de la funcién compuesta
Seay = f(z) y h = g(y), luego h(9(y)) = g (f(x)) = (g0 f) (x)
dh =d(g(f(x))) = g, dy = g, - f, dx.
Ejemplo 1. Halla la diferencial de la funcién A = sen (2 +1).
Solucién:
h=sen(z?+1), y=22+1—>dy= 2zdr, h=seny—dh=cosydy, luego
dh = cos(z® + 1) - 2zdzx = 2 cos(z? + 1) dz.

Ejemplo 2. Halla dy en el punto (1,2) siy® —y = 622,

Solucién:
12z
2 L / 2 _ —
3y —y =12z — o/(3y —1)—12x—>y’_m
12z 12 12
= dy = 571 dxr luego dy|(132) = Tledz =1 dz.
Ejercicio.
Calcula las diferenciales de las siguientes funciones:
=1tgd l.: dy = dz;
a) y=3tgfr+tga Sol.: dy p
zlng Inz
b) y= 1_I+1n(1—x) Sol.: dy:—(l_*x)zdx;
—10z — 8y
: 2 8= l: dy = ————2 dz;
c) (x+y)P2r+y)’=1 Sol.: dy P z;
d) In/a2+y2 = arctg ¥ Sol.: dy = z+ ? dz.
’ -y
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CAP{TULO 1. DERIVACION.
1.4 Derivadas de orden superior.

Supongamos que y = f(z) es derivable en un intervalo [a, b]. Los valores de f'(z) dependen
generalmente de z, es decir, la derivada f’(z) también es funcién de z. Derivando csta
ltima funcién obtendremos la lamada segunda derivada de la funcién f(z), que se designa
por " o por f”(z)

y'= ) = /"),
La derivada de la derivada segunda se denomina de tercer orden y se designa por ¥ o

e

En general, la derivada (de primer orden) de la derivada (n — 1) se denomina derivada
de n-esimo orden de la funcién f(x) y se designa por y™ o f™(z).

(El orden de la derivada se designa entre paréntesis para no confundirlo con un exponente
de potencia).

Ejemplo 1. Sea la funcién y = €%, k = cte. Calcula la expresién general de su derivada
de orden n.

Solucién:
y/ =k ekr)

yr« — kz ek:c’

y(n—l) - kn—l ekz
y(") = k=) pgkz — pn ok
Ejemplo 2. Sea y = senz. Halla 3™,
Solucién:
y' = cosz = sen (;H- Zzl)

y” = —senz = sen (r + 2%)

y" = —cosz = sen (’E + 3%)
; 7
3" = senx = sen (:E + 45)

y™ = sen (m + n%) .

Se puede demostrar que
(@) +ga)™ = f7 ) + ().

(cf@N™ =cf™(z)  e=cte.
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1.4. DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR.

Férmula de Leibniz para el cdlculo de la derivada de orden n del producto de
dos funciones

Hallemos primero varias derivadas consecutivas y establezcamos después la ley general.

Sea
y = f-g
v = flg+fg
y/I — fl/g+flgl+f/g/+fg/l=f//g+2flgl+fgl!
,y/l/ — f///g+fllgl+2fllgl+2f/gll+f/gll+fglll — f///g+3f//gl+3flgll+fg//l
¥ = fOg+dfg +6f"g" +4f'g" 1 fg)

Aplicando el método de induccidn matemédtica, se puede demostrar que para calcular
(f - 9)™, se desarrolla la expresién (f + 9)™ por la férmula del binomio de Newton, y
en la serie obtenida, se sustituyen los exponentes de f y g por los indices correspondintes
de las derivadas; ademis los exponentes cero, f2, ¢°, que entran en los términos extremos
del desarrollo, se sustituyen por las propias funciones, esto es, por las derivadas de orden

cero. Luego, siy=f-g¢
v o= (frg =
¢ f<n>g+(’;)f<n-ngf+(g)f<n—z>g~+...+
+(nﬁ1)f¢“”+(z fg™ =
= fginfo-Dg g ﬂﬂz!_-llf(n—m g+ ...+ fg™

It

Ejemplo 1. Sea y = ¢ 22, halla y™.

Solucién:
Sea f=¢%% y g =12
f = g g= iEQ
= ae* g =2z
f’// — azea.’r g// = 2
f/u — a3eax g/// - g(iu) =, = g(n) =
f(n) = q"e%T
luego
n 2 -1 .a (n=1) (n-2 —
Y = gretTg? ppgnle T2z + EE gl e g

= 0"22e** + 20"V ngent 4 oDy (n — 1) e,

Ejemplo 2. Sea y = 2" Inz, halla y™.
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CAP{TULO 1. DERIVACION.
Solucién:
Sea f=g"lyg=lnz
ff=(n-1)z"72
ff=(n-1)(n-2)z"3
= =1)(n—2) (n—3)z"
f = (n=1)(n=2) (n~3) (n -

4) zn—5

mn—1)(n—-2)...(n—(n—4) z* = =(n-1)(n-2)...- 423
fod=(n-1(n-2)...n-(n-3)z*=(n-1)(n-2)... 4-32°
fOD=(n-1)n-2)...n—-(n-2))zs=(n-1)(n—-2)...2
fr = =1 (-2 n=3).. (- (-1 =
=n-1Dn-2)...-1-2°=(n-1)!

f =

g/ - _i;, " ;-27 mo_ %’ g(d) _ ___2’_43’ g(s) _ 2 35 4
) =D n =1
. zn

luego, recordando que ( Z ) = @%)!b!’

m = (") T 1) o Y fn-2) g ) f(n=3) g
y (o)f g+(1>f g+ o )"+ 5 |V
n n n
(n—4) 49 (n=8) 4(5) () —
+<4)f g +<5>f g +--.+<n)fg
1

- 0+T1L1)ﬁ(n—1)!;——(-7111—'2)!2(n—1)(n—2)(n—3)...2~x~;12-4_
+(7~_n'3w(n—1)(n—2)(n—3)_“3.x2,_§8_
_F%WW—UUhdyumﬁ,%+
+(T_%(n—1)(n—2)(n—3)...2-5x4.;1_;+‘,_+
+Z—ix”‘l%?_—m=

_ ”;"_n!(;;l)+n!(n—31!)x(n—2)+H_+(_1)n_lm(#_;m

En algunos casos el método de Leibniz no es el més apropiado para el cdlculo de la derivada
n-ésima.

122



1.4. DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR.

Ejemplo.
Y =e*“*". cosa - sen({z sen a)
Y = €°°*.cosa-sen(zsena) + e*ose cos(zsena)sena =
= e"°*%[cos asen(z sen ) + cos(z senz) sen o] = e*“**sen(zsena + a)
Y’ = €*°°*.sen(zsena + 2a)
Yy = eTosegen g 4 na.

Comprobadlo vosotros. Si hubiéseis hecho por Leibniz saldria més complicado.
Ejercicios

1) Halla la derivada n-esima de las siguientes funciones:

—1)+ (n — 1)1
* y=I{l+z) Sol.; g = { 21+(Z)" .
1 (=1)n*n!
- sy =
M Sol y Q+z)m
—1)"(n - 1)la
* y =In{az + ) Sol.: y™ = ( )(ax(-i— by =
o y=sen’z » Sol.: y™ = 2"1sen 22 + (n — DI
al-3-. . (2n-3
e y=17 Sol.: y™ = (—1)"'1—#;
o y=cos2z Sol.: y™ = 2" cos (2:1: + ng—);
— sy = 2
. — Sol.: ¢ A

1 . o .
2) Demuestra que la funcién y = 3 z? e® satisface la ecuacién diferencial

yl/_2y/+y=eli-

3) Halla f™(0) si f(z)=In I i - Sol.: 4™ (0) = (n — 1)..
~1)"6(n — 4)!
4) Halla f™(z) si f(z)=2%lnz Sol.: g™ = (1);1# n>4
. 14z -1)""'1-3-5...(2n — 3)
5) Halla f™(z) si f(z)= 7 Sol.: y™ = (=1 po == ( 2.

Jr—(2n-1)]
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CAP{TULO 1. DERIVACION.

1.5 Diferenciales de diversos ordenes.

Supongamos la funcién y = f(z) donde z es la variable independiente. La diferencial
de esta funcién sabemos que es dy = f'(x)dz; es una funcién de z, pero de z depende
solamente el primer factor f'(z), puesto que el segundo, dz, es un incremento de la variable
independiente = que no depende del valor de esta.

La diferencial de la diferencial de una funcién se denomina diferencial segunda o de se-
gundo orden y se designa por d? y d(dy) = d%y.

Hallemos su expresién. En virtud de la definicién general de la diferencial tenemos
&y = d(dy) = [f'(2) dz)’ dz = [["(z)da] dz = f"(2) (dz)*.

(Os recuerdo que dz es independiente de x y entonces al derivar, sale fuera del signo de
derivacién).
Luego

dy = f"(z) (dz)*.
En la potencia de la diferencial se suele omitir el paréntesis. Asi, en lugar de (dz)? se
escribe dz? sobreentendiendo que se trata del cuadrado de la expresién dz.

De igual forma, (dz)® se escribira dz®. En general (dz)" = dz™.
&y = d(d%y) = [f"(z) dz”] dz = f"(z) dz®.

En general, se llama diferencial n-ésima o diferencial de n-ésimo orden a la diferencial
primera de la diferencial de orden n — 1.

dry = f™(x) dz™. (1.7)

Sirviéndose de las diferenciales de diversos érdenes, la derivada de un orden cualquiera
puede ser expresada como cociente de las diferenciales del orden correspondiente

2 (n)
fa- @=L o= (18)

dx™

Nota. Las igualdades (1.7) y (1.8) -paran > 1- son vélidas sélo en el caso de que z sea una
variable independiente. Sin embargo, la igualdad (1.8) la escribiremos también en el caso

o . by dY()
en que « no sea variable independiente, pero entonces las expresiones —— se

dz?’ "7 den
deben considerar como representacién simbélica de las derivadas correspondientes.

Derivadas de diversos 6rdenes de las funciones implicitas

Veamos con ejemplos el método para obtener las derivadas de diversos dérdenes de las
funciones implicitas.
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1.5. DIFERENCIALES DE DIVERSOS ORDENES.

Ejemplo 1. Sea 22 + y? = a2. Calcula 3"
Solucién:

20+ 2yy’ =0 = y’=—-§

2
(Ny-y(-x) _—y+azy ~YF3 (-3) -2 _ @+

"o_
y = 3

v V2 v v ¥
Ejemplo 2. Dada la ecuacién y = z + Iny halla:
) & y &
dr? dy?
Solucién:
dy _
, y / / / iy
y=1+7 = Yy=y+y - Yy-l=y - ¢y=—"
Y y—1
p=¥uzD-yy FU-U-ghy 2 -y—y?
(y—1)* (y-1)? (y—1)? (y-1)°
d’y -y
1 —-—= ;
uego ol
b) z=y—Iny
1 1 dzr 1
r=1-2, == luego —_—=
y Y & dy*  y?

Método de Newton-Raphson (o método de la tangente) para la localizacién de
raices de un polinomio

Si el valor inical de la raiz es z;, se traza una tan-
gente desde el punto (z;, f(z;)). El punto don- _
de esta tangente corta al eje OX, representa una y I =

aproximacién mejorada de la rafz.
Sabemos que

f’(iL'i) — f(zl) -0 =
Ti = Tyt

@) (@ — i) = flzg) = ‘
@)z~ f'z:) 2o = f(z) =

Pl (1.9)

que es la formula de Newton-Raphson. Se comprueba que la raiz 7 es igual al limite de
la sucesion (x;41).

Tig1 = T —
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CAP{TULO 1. DERIVACION.

Aunque este método en general es muy eficiente, hay simulaciones en que se porta defi-
cientemente, por ejemplo, cuando las raices son multiples, pues la derivada se hace cero
antes de llegar a dar la solucién.

Ejemplo 1. Dada la ecuacién f(z) = ° + 22% + 10z — 20 en el intervalo [1,2] calcula
una raiz aplicando el método Newton-Raphson.

Solucién:
f(z) = 2% +22% + 10z — 20 flx)=3"+4z+10 =

x? + 2x% + 10z; - 20

T T T T 1 10

Tomando como valor inicial zg = 2

f(ib'o) 16 ’ ' / -
- W 4646) = 2
Ty =T 7 (zo) 2 0 1’4646, £(1'4646) 07775
Ty =11 — % =1'3715,  f(1'3715) = 005683
Ty =Ty — fz2) _ 136881,  f(1'36881) = 00000399
fi{za)
Ty = T3 — flzg) 13688081,  f(1'3688081) <0 =
f'(zs)

= laraiz es r = 1'3688081.

Ejemplo 2. Calcula las tres raices de la ecuacién f(z) = z° — 52 + 72 —=3 =0.
Solucién:
Tomamos como valor inicial g =0

f(IO) ’
=75 — 2 = 1'1052631
TR T i)
f(ilh) '
To=1) — = 1'003081064
P (e
PP | ,(””2) = 10000023 =
f (232)

= z3 = 1 es una raiz.

Entonces por Ruffini tenemos la descomposicién

2 =52+ 72 —3=(x—1)(z* — 4 + 3).
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1.5. DIFERENCIALES DE DIVERSOS ORDENES.

Para encontrar las otras dos raices se resuelve el polinomio de segundo grado

fl@) =2 -4z +3.

Ejercicio
1) La funcién y estd dada implicitamente por la ecuacién 22+ 2zy+y*—da+2y—2 = (.

dy ~
Halla 73 o el punto (1,1). Sol.: =

ol

2) Usa el método de Newton-Raphson para calcular la raiz de Y =€~ — z empleando
el valor inicial g = 0. Sol.: zg ~ (/5629
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Capitulo 2

Teoremas del valor medio.
Aplicaciones.

2.1 Teoremas clasicos sobre derivacidén.

Teorema 2.1 Teorema de Rolle.

St una funcion f(z) es continua en el intervalo cerrado [a,b] y derivable en el iniervalo
abierto (a,b), y ademds f(a) = f(b), entonces eziste al menos un punto o € (a,b).donde
la derivada de la funcion se anula, es decir f'(o) = 0.

Demostracidn:

Por ser la funcién continua en €l intervalo cerrado [a, 4], esta, por el teorema de Weierstrass
(ver teorema 0.11) alcanza un valor méximo M y un valor minimo m en dicho intervalo.
Si estos dos valores se alcanzan en los extremos se tendré que: f(a) = f(b)=M =m y
por lo tanto la funcién es constante en dicho intervalo. Al ser la derivada de una funcién
constante nula, cualquier punto del intervalo (a, b) satisface la condicién f'(a) = 0 con lo
que el teorema queda demostrado.

Si la funcién no es constante, el méximo o el minimo se alcanza en un punto « € (a,b),
donde vamos a ver que la derivada en dicho punto se tiene que anular.

En efecto, supongamos que la funcién en el punto o presenta un méximo. Se tiene
h) —
f/(a+)= lm f(a—l_ }2{ f(a) SO
h) —
f@™) = lim flath = flo) ,)l 1) 5,
Como estamos suponiendo que f(z) es derivable en « se ha de cumplir
flle™)=fa7) =0.
Si la funcién presenta un minimo en el punto a, el razonamiento es andlogo -vedlo vosotros.
c.q.d.
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CAP/TULO 2. TEOREMAS DEL VALOR MEDIO. APLICACIONES.

Ejemplo 1. Encuentra un punto en el intervalo [0,1] donde la tangente a la curva
y = 14 z — 12 sea paralela al eje de abscisas.

Solucién:
Por ser una funcién polinémica es continua y derivable en toda la recta real, en particular

lo ser4 en [0,1]. Ademés f(0) = 1 = f(1) luego se puede aplicar el teorema de Rolle y
este punto satisface la ecuacién

flay)=1-2a=0 = ‘a-=

Q. ol

Ejemplo 2. Encuentra un punto en el intervalo [—1,1]

onde la tangente a la curva
f(z) = 1 — /22 sea paralela al eje de abscisas.

Solucién:
La funcién f(z) es continua en [—1,1], y ademds

F=)=1-¥E=1-1=0, f1)=1-V2=1-1=0 =

ba € (—13 1) tal que f’(a) = 07

Dado que f'(z) = -—% = Aae(-1,1)tal que f(e) = 0, porque la funcién f(z)
no es derivable en (—1,1) ya que A f'(0).

Interpretacién geométrica del teorema de Rolle

El teorema de Rolle se utiliza cuando nos dan una funcién y nos piden calcular el nimero
de raices posibles. Se aplica junto con el de Bolzano.

e Bolzano nos dice que hay rafces.

e Rolle nos dice cudntas hay.

En la grafica se observa que una funcién que cum- y

pla las condiciones del teorema de Rolle, tiene por

cada punto de tangente horizontal, la posibilidad J ﬁ /\
—3 ‘

de que existan como méximo 2 valores de z ;; _ Z i a b\/e

tales que f(a) = f(b).

Teorema 2.2 Teorema del valor medio de Cauchy.
Si f(z) y g(x) son dos funciones continuas en el intervalo cerrado [a,b] y derivables en el
abierto (a,b), entonces existe al menos un punto o € (a,b) tal que

[f(b) = f(@)] ¢'(a) = [g(b) — g(a)] f'(e) (21)
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2.1. TEOREMAS CLASICOS SOBRE DERIVACION.

Demostracién:

Definamos la funcién F(z)

F(z) = [f(b) - f(a)] g(z) — [9(b) - g(a)] f(z)

e F(z) es continua en [a, b] y derivable en (a, b) por ser diferencia de un producto de
funciones continuas y derivables en dichos intervalos.
Ademds
F(a) = (b) g(a) — g(b) f(a) = F(b)
luego es aplicable el teorema de Rolle (teorema 2.1) a la funcién F(z) en el intervalo
[a, b], por tanto, existe un punto « € (a, b) tal que F'(e) = 0.
Como
Fl(z) = [f(b) — f(a)] ¢'(2) = [9(b) ~ 9(a)] f'(z)

resulta que
F'a) = 0= [f(b) — f(a)] ¢'(@) — [9(b) = 9(a)] f'(a)
luego
[£(0) = f(a)] ¢'(@) = [9(b) — g(a)] f'(a).
c.q.d.

— Sig(b) # g(a) y ademés la funcién derivada ¢’(z) no se anula en el intervalo (a, b),
la igualdad anterior se expresa de la forma

F6) — f(a) _ ()
9(b) —gla)  g'(a)
Como el primer miembro es un valor constante k, se tiene

)
k= g'(a)

0 seaz f’ a) = k: / O

Ejemplo. Aplica el teorema del valor medio de Cauchy a las funciones f(z) = senz vy
g(x) = cosz en el intervalo [O, %]

Solucién:

Las funciones trigonométricas f(z) = senz y g(z) = cosz son funciones continuas y

derivables en toda la recta real; en particular lo son en los intervalos [0, Oy (O, %)
Aplicando el teorema del valor medio

sen— — sen0 d(@) = [cos = — cos0 flle) =
[en = sent] (e = [oos 5 - cost)
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CAPiTULO 2. TEOREMAS DEL VALOR MEDIO. APLICACIONES.

T T
= -—sena=-—cosa = tga=1 = a=ze(0.12-).

Interpretacién geométrica del teorema de Cauchy

Este teorema nos dice que hay dos puntos (o, f(a))
y (o, g(a)) de las curvas f(z) y g(z) tales que la
pendiente de la tangente a la curva f(z) en el pri-
mer punto es k veces la pendiente de la tangente
a la curva g(z) en el segundo punto.

En particular, si f(b) = g(b) y f(a) = g(a), en-
tonces k = 1 y ambas pendientes son iguales como
ocurre en la figura.

Teorema 2.3 Teorema de los incrementos finitos o de Lagrange.
Si f(z) es una funcidn continua en el intervalo cerrado [a,b] y derivable en el abierto
(a,b), entonces existe al menos un punto o € (a,b) tal que

fla) = L0 =1 o

b—a

[Sv]
(3]
~—

Demostracion:

En efecto, por ser la funcién g(#) = z una funcién polinémica, es continua y derivable
en toda la recta real y en particular en los intervalos considerados. Aplicamos el teorema
del valor medio de Cauchy 2.2 a las funciones f(z) y g(z) = = y por ser ¢'(z) = 1y
g(a) # g(b) se tiene

fb) — f(a)

——= f'(@) donde a € (a,b).

c.q.d.

Ejemplo 1. Halla un punto de la curva y = z™ donde la tangente sea paralela a la cuerda
de extremos (0,0) y (a,a).

Solucién:
fl@)y=z",  fl(z)=na""

flle)=na™' —  pendiente de la cuerda
a—0

=1=fl()

a—0

1 i/l 1
l=n-a™!' — an—1=g - a= \1/;'2'“—_1—\/? OJE(O-,(I)A

Ejemplo 2. ;En qué punto de la curva y = Inx la tangente es paralela a la cuerda que
une los puntos (1,0) y (e,1)7

Solucién:
flz)=Inz
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2.1. TEOREMAS CLASICOS SOBRE DERIVACION.

1—
fe)= - ? —  pendiente de la cuerda
1 1 1
fl@) == Tluegof'(a)=== = a=e—1
z a e—1

Ejemplo 3. Comprueba que entre las raices de la funcién y = ¥/z? — 5z — 6 se halla la
de su derivada.

Solucién:
Y= VT 55 60— 2° 5z — =0—>x={ 5
f(z) es continua en [—1,6] y f(z) es derivable en (—1,6)
f(=1)=f(6)=0
paolo =S L1 a5 o
322 —5z-6) 3\s/m

~ 2%-5=0 = a=ge(—1,6).

Interpretacién geométrica del teorema de Lagrange

Este teorema nos dice que existe un punto (o, f(a))
de la curva, en donde la tangente-a la curva en di-
cho punto es paralela ala @%‘?g tiene por extre-

mos los puntos de coordenadas (a, f(a)) y (b, f(b)).

Ejercicios

1) Encuentra un punto en el intervalo [0, 7] donde la tangente a la curva f(z) = sen®z
sea paralela al eje de abscisas.

2) Dada f(z) = tgz jse puede aplicar el teorema de Rolle 2.1 a esta funcién en [0,7]?
3) Dada f(z) = |z| ise puede aplicar el teorema de Rolle 2.1 a esta funcién en [—1,1]?
4) Aplicando el teorema de los incrementos finitos demuestra que

In(l14+z)<z cuando z>0.
5) Demuestra que e* > 1+z en [0,7].
6) (Es aplicable el teorema de Rolle a la funcién siguiente?
@) = { xarctg% z € [-1,0)U(0,1]
0 z=0
7) Aplicando el teorema de Lagrange en el intervalo [z,z + 1] con z > 0. Halla

lir% [(1 +x)l+ﬁ; - $1.+§] donde f(z) = z'*%.
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CAPITULO 2. TEOREMAS DEL VALOR MEDIO. APLICACIONES.

2.2 Regla de L’Hopital.

Teorema 2.4 Si f(z) y g(x) son dos funciones continuas en el intervalo [a, b] y derivables
en (a,b), ademds g'(z) # 0 en (a,b) y f(a) = g(a) = 0, entonces st cziste

i 22,
z—a ¢'()
eziste también
lim ——f(x)
9(z)
y ademds
fl@) .. fla)
lim —— = lim . 2.3
Vo) T @) 23)
Demostracién:

Tomemos en el intervalo [a,b] un punto z # a. Aplicando la férmula de Cauchy (2.1)

enemes fe) = £(@) _ £e)
a o
@90 ~ g *E@T
Pero por hipétesis f(a) = g(a) = 0. Esto significa que
fl@) _ fle)
9(z)  g'la)

Si £ — a también o — a ya que « € (a,z).

Al mismo tiempo, si hm T% A, entonces existird también 11m ("‘) y por la unicidad
del limite serd tamb1en A

Estd claro que

o 1@ fl@) @)

a—a g(iﬂ) a—a g’(Q) e g’(.’E)

1@ o 1)
o) @)

luego

c.q.d.
Nota 1. El teorema es vélido también cuando las funciones f(z) o g(z) no estén definidas
en z = a pero lim f(z) =0y lim g(z) = 0.
0 T—a

Para reducir este caso al examinado anteriormente, es necesario definir adicionalmente las
funciones f(z) y g(x) en el punto z = a de tal modo que estas sean continuas en dicho
punto. Para esto es suficiente imponer

fla)=1lm f(z) =0  g(a) = limg(z) =0
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2.2. REGLA DE L’HOPITAL.

ya que, evidentemente, el limi% no depende de que las funciones f(z) y g(z) estén
—a

definidas o no en el punto z = a.

Nota 2. Si f/(a) = ¢’(a) = 0 y las derivadas f'(z) y ¢'(z) satisfacen las condiciones
Impuestas por las hipétesis del teorema, entonces, aplicando la regla de L'Hopital al
I'(z)
g'(x)

cociente

obtendremos la férmula

r@ . 1@

I -
e gz) oo g'(z)

Nota 3. La regla de L'Hépital es también valida cuando z — oo é £ — —oo, ya que en

. . 1
este caso, bastard hacer el cambio x = ~ para obtener
z

i@ )
b e T

z/

Si las funciones f(z) y g{z) cumplen las condiciones exigidas en la regla de L’Hépital, al
tender z hacia cero se tiene

. 1

)

lim —2 =1im1—f_ m —=% im —=<.

20 g(;) 2—0 __29,(_) z—0 g (;) z—00 g (g‘;)
227

Esta regla sigue siendo valida cuando las funciones f(x) y g(x) admitan limites
infinitos cuando x tiende hacia xq.

Limites indeterminados
Todos los casos de limites indeterminados se ajustan a una de estas siete formas:
©o=—00, 0-00, =, —, 0% o 1%

0 o .
5 e — se han estudiado por L’Hopital. Los restantes se pueden reducir a estos dos casos.
'S}

a) Si lim f(z) = lim g(z) =co entonces

1 1
Iim [£(z) - g(z) = lim & S2)
@@
0

v la indeterminacién pasa de ser de la forma oc — oc a 5
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b) Si lim f(z) =0y lim g(z) =cc  entonces
T—T0 z—T0

lim f(z)-g(z) = lim fz) _ lim i(lT—)

z—x0 z—z0 T—xy
g(z) f(z)

Ejemplo. Calcula lin})mln T
Solucién:
Si hacemos

limzlnz = 0(— lim —" — lim —— =1 In?

limzlnz = (-0 )—m(x)-—i——zl_x_%j——z@(xnx)

Inz z
In®z

no quitamos la indeterminacién. Pero si hacemos

1
Inz T
limzlnz = lim — = lim mf— )=0.
z—0 z—0 1 z— 1
P 2
c) En los tres restantes casos, hemos de tener en cuenta la relacién AB = ¢BIn4 con lo
que las tres indeterminaciones se reducen a una de las ya estudiadas.
Ejemplo 1. Calcula lim z%"*.
z—0
Solucién:
lim —Z 2
: Inz im — i —sentx
lim 25°°% = lim esenz]nz — eO(—oc) — ell_r,"u = 0 —eps elﬂ‘o ToosE
z—0 z—0
=2
— e:!llno coss:E::::; — e—_1_0 — eO =1
=
Ejemplo 2. Calcula hm (cotg z)™=
Solucién:
=1
= 0 lim - In(cotg z) lim ]"(—Clmg—rl oo lim it
hm (cotg )™= = 00” = es—o"® = gz=0 I"® =pe-w =0 T =
- : =1 _ 1
exh_.o sen? ::ongx — ex‘..o P zgm — e% — e,‘;’f‘g cosZz—sen?x — 61_—10 = e_‘ = —.
e

136



2.3. FORMULA DE TAYLOR. RESTO DE LAGRANGE.

Ejercicio.

Calcula los siguientes limites:

1) lim xl11(1+x> Sol.: 1
z—00 1
2) lim (tgz)™*" Sol: 1
=%
: senz __ E .
3) il_r.% (e 1)tg (z+ 2) Sol: -1
4) lim(1 — ) tg =~ Sol: 2/x
z—1 2
5) lim ( r __T ) Sol.: -1
z—Z \cotgz 2cosz
6) lin%’(cotg;ac)ﬁ Sol.: 1/e
2
7) lin(l)(cos%)ff Sol: 1/é°
8) lim (i ”—z)tg% | Sol: 1/e
z—1 4 "
1-—
9) lim ez Sol.: 1
z—% cos2z
1
10) hm(l_+x)_z_e
z—0 xT
11) lim cos(senz) — cosx

z—0 3?4
2.3 Foérmula de Taylor. Resto de Lagrange.

Férmula de Taylor

Supongamos que la funcién y = f(z) es derivable hasta el orden n + 1 incluisve, en cierto
intervalo que contiene al punto z = a. Busquemos un polinomio y = P,(z) de grado no
superior a n, cuyo valor en el punto z = a sea igual al de la funcién f(z) en el mismo
punto, y los valores de sus derivadas hasta el n-ésimo orden en el punto = = a iguales a
los valores de las derivadas correspondientes de la funcién f (z) en este punto

Po(a) = fla). Fila)=f(a), Pl(a)=f"(a), ..., PMa)=F"(a). (29

Es de suponer que este polinomio en cierto aspecto serd ”préximo?® la funcién ().
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Busquemos este polinomio en forma de potencias de (z — a) con coeficientes indetermi-
nados.

Po(z) = Co+ Ci(z —a) + Colz —a)* + C3(x — a)* + ... + Cuz — )™ (2.5)

Los coeficientes indeterminados Cp, Ci, Cs, . .. , Cy, los calcularemos de modo que se cum-

plan las condiciones (2.4).

Hallemos primero las derivadas de P,(x)
Plz)=Ci+2C(z—a)+3Cs(z—a)’+...+nCa(z —a)""
Pl(z)=2Co+3-2C3(x —a)+...+n(n—1)Cp(z — )"

P (x) =3-2C3(z—a)+4-3-2C(z—a)+...+n(n—-1)(n=2)Ca(z —a)"™®

PiMz)=n(n—-1)(n—2)...4-3-2-C,

Particularizando estas derivadas en x = a tenemos

Po(a) = Co Co = f(a)
Py(a)=C Cy = f'(a)
P;{(a) =2C, 2C; = f”(a)
P/(a)=3-2C3 3-2C; = f"(a)

P,(,"(c'z)=n(n—1)(n—2)...20n n(n:—1)(n—2)...ZCn=f(")(a).

Luego
— _ _f"(a) f"(a) _ "
Co= f(a), Ci= f{a), CQ__Q—’ C3:T’ c Cn—T-
Introduciendo el valor de los coeficientes en el polinomio
1 " (n)
Pw) = f(@) + F@) -0+ 1D o ap+ LD o+ D ooy
i ' ' (2.6)

que se llama polinomio de Taylor de grado n para la funcién f(x) en el punto a.

Si designamos por R,(z) la diferencia entre los valores de la funcién dada f(z) y del
polinomio calculado P(x)

tenemos
f(z) = Pa(z) + Ra(x)
es decir
" (n)
f@) = @) + F@e -+ L@ —ap 4+ LG oy Rafe). (27
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El término Ry, (x) se conoce con el nombre de término complementario.

Para aquellos valores de z en los que el término complementario R,(z) es pequeiio, el
polinomio F,(z) da un valor aproximado de la funcién f(z).

Asf pues, la férmula (2.7) permite sustituir la funcién y = f (z) por el polinomio y = P,(z)
con un grado de precisién igual al valor del término complementario R,(z).

Escribamos el término complementario de la forma

(£ _ a)n+1

Bale) =~y

Q(z) (2.8)
donde Q(z) es la funcién que debemos hallar.
Escribamos de nuevo la férmula (2.7) del siguiente modo

(z — a)m+!

(n+1)!

f@) = 1@+ 5727w+ Eo L priay 4 B o) Q).

(2.9)

Considerando fijos los valores de z v a, la funcién Q(z) tendrd un valor determinado, que
designamos por Q.

Consideremos la funcién

7 1" (n) — $\n+1
R O R R e L e
Hallemos la derivada de esta funcién respecto a ¢
F(o) = =10 - £O -1+ 10 - L0 2L -
e L CRI DS LTS s A
nf)(t iy (1))@=t
(L0 ger 1t ey
Simplificando
PR (Gt PR Lial OV ) PR Laia PN

(n+ 1) n! n! nl

F(t) es derivable en todos los puntos ¢ préximos al punto de abscisa a, ademds F (z)=0
y Fa)=0.

Luego la funcién F(t) cumple las condiciones del teorema de Rolle en el intervalo (a,z),
por tanto existe un punto « € (a,z) donde F'(a) = 0.
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(c - a)"

(n+1( A
Sustituyendo « en (2.10) tenemos F'{a) = —Q - ! n'(a) (z — )" = 0y entonces
nl !
Q= F"(a). (2.11)
Sustituyendo (211) en (2.8)
(z=a)"" i) :
R,(z) = ——"Ff (o), a € (a,z). (2.12)

(n+ 1)
Esta 1ltima ecuacién recibe el nombre de férmula de Lagrange.

Como «a est4 comprendido entre = v a puede ser expresado de la forma:
a=a+6(z—a)

donde 8 es un nimero comprendido entre 0 y 1, es decir, 0 < § < 1. En este caso, la
férmula del término complementario se escribe:

(z — a)n+l

Fo+ (a4 6(z — a))]. (2.13)
Sustituyendo (2.13) en (2.9) obtenemos la férmula de Taylor de la funcién f(x).

f@) = f@+E-a @+ EL @
(x — a)"+! (2.14)

IS 1) + S 1 e 0(a - )

Si a =0 la férmula (2.14) se conoce con el nombre de férmula de Maclaurin:

2 7
F@) = FO) +2f/©) + 5O +...+ I™(0) +

$n+l

(n+1)!

PR () (2.15)
donde 0 < § < 1.
Ejercicio.

Halla el desarrollo de Taylor de la funcién f(z) = e*/? en el punto z = 3.
2.4 Maiaximos y minimos relativos y absolutos.
Se dice que una funcién f posee un méximo local o relativo en el punto ¢ si y s6lo si

f(c) > f(z) para todo z suficientemente préximo a c.

Se dice que una funcién f posee un minimo local o relativo en el punto c si y s6lo si
f(c) < f(z) para todo z suficientemente préximo a c.
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Se tiene que los méximos y minimos relativos tienen lugar solamente en aquellos puntos
en los que la tangente es horizontal (f'(¢) = 0) o donde f'(c) no existe.

Y y

Teorema 2.5 Condicién necesaria.

Si la funcidn f(z) derivable en (a,b), tiene un mdzimo (o un minimo) local en el punto
c € (a,b), su derivada se anula en dicho punto, es decir, f'(c) = 0.

Demostracién:

Supongamos que en el punto z = ¢ la funcién tiene un méximo, entonces para los incre-
mentos de z, Az # 0, suficientemente pequenos en valor absoluto se verificard

fle+bz) < fle) = fle+Dz) - f(c) <0

luego
fle+ Bz) — f(eo)

<
N <0 cuando Az>0

fle+Az) — f(c)
Az

pero por ser la funcién derivable en ¢

Fle) = 1w £ 08) = )

Az—0 JAN

>0 cuando Az <0

entonces
siAz—0e Az>0= fl(c) <0 o
st Az—0e Az<0= f'{c) >0 = fle)=0.
c.q.d.
Del mismo modo se demuestra el teorema cuando se trata de un minimo local.

Significado geométrico. las rectas tangentes a los miximos y minimos locales de una
funcién son paralelas al eje OX.
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Conclusién. Si la funcién es derivable en todos los puntos del intervalo (a,b), puede
tener maximos o minimos locales donde la derivada primera es cero, pero no a la inversa.

Hemos analizado el caso en que la funcion tiene derivada en todos los puntos del intervalo
(a, b), pero jqué ocurre en los puntos donde no existe la derivada?

Vamos a ver con ejemplos que en los puntos donde la funcidén no tiene derivada puede
haber méximos o minimos locales, pero puede ocurrir también que en estos puntos no
haya ni unos ni otros.

Ejemplo 1. La funcién y = |z{ no tiene derivada en el punto z = 0, pero en él la funcién
admite un minimo relativo.

Ejemplo 2. ;Existe la derivada de la funcién y = ¥z en z = 07

Solucién:
No, pues:

/

1
=—, ara =0 "
YT T Ay

En z = 0 la funcién no tiene ni méximo ni minimo local puesto que
f0)=0

flz) <0 paraz<0 y f(z)>0 paraz>0.

Resumen.

La funcién puede tener maximos o minimos locales solamente en los puntos donde la
derivada existe y es igual a cero o bien en aquellos donde no existe la derivada.

Si la derivada no existe en un cierto punto, pero si en los cercanos a éste, entonces la
funcién derivada presenta una discontinuidad en dicho punto.

Los valores de la variable independiente para los que la derivada se anula o presenta una
discontinuidad se denominan puntos criticos.

De lo visto anteriormente se deduce que todo valor o punto critico no es necesariamente un
méximo o un minimo local. Sin embargo, si en un puunto la funcién admite un méximo
o minimo local, este punto es critico. Por ello, para hallar los maximos y minimos locales
se procede de la siguiente forma: se hallan todos los puntos criticos y después se estudian
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2.4 MAXIMOS Y MiNIMOS RELATIVOS Y ABSOLUTOS.

cada uno de ellos, aclarando si hay o no en estos un maximo o un mfnimo local de la
funcién.

Condiciones suficientes para la existencia de maximos y minimos locales

Teorema 2.6 Supongamos que la funcién f(z) es continua en un cierto intervalo al
cual pertenece el punto critico ¢, y es derivable en todos los puntos de dicho intervalo a
excepcion quizd de dicho punto c.

St al pasar por este punto de izquierda a derecha, el signo de la derivada cambia de “mas?
“menos”, entonces la funcidn admite un mdzimo local en z = c.

St al pasar por el punto ¢ de izquierda a derecha el signo de la derivada cambia de “menos®

“mas”, la funcién admite un minimo local en z = c.

Es decir

!
) z)>0 paraz<c R .
a) Si { f P la funcidn tiene un mdzimo local en c.

fllz)<0 paraz>c

la funcidn tiene un minimo local en c.

(z)
(z)
| fi(z) <0 paraz<c
b) 5 { f(z)>0 paraz>c
Demostracién:

Veamos primero el caso en que el signo de la deri- y
vada cambia de “mas® “menos”.

Para todos los puntos de z suficientemente préximos :
al punto ¢ se tiene /\

fl(z)>0 paraz<ec

f'(z) <0 paraz>c v ) ;
Aplicando el teorema de los incrementos finitos (teorema de Lagrange 2.3)

flz) - f(c)

r—c

= f'(a)

donde « es un punto comprendido entre z y c.

Supongamos z < ¢ = a<c = f'(a)>0, ademéds como z — ¢ < 0 se sigue que
f@)=fle)=fla)(z-c)<0 = f(z)< f(o).

Supongamos r>¢ = a>c = f(a) <0, ademds como z — ¢ > 0 se sigue que
J@) - fO=Ff@) - <0 = fz)<1()

Luego para todos los valores de z suficientemente cercanos a ¢, los valores de la funcién

son menores que el valor de ésta en ¢, por lo tanto la funcién en ¢ presenta un méximo
relativo.
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De modo anslogo se demuestra la condicién suficiente para el minimo local.
c.q.d.

Nota. Las condiciones a) y b) deben cumplirse en todos los puntos de un entorno sufi-
cientemente pequefio del punto critico c.

Andlisis para el estudio de maximos y minimos por medio de la primera deri-
vada

1) hallar f'(z)
2) hallar los puntos criticos

a) fi(z) =0
b) Estudiar los puntos donde la funcién derivada es discontinua.

3) Estudiar el signo de la derivada a la izquierda y a la derecha de los puntos criticos.

4) Sustituir el punto critico ¢ en la funcién.

Ejemplo 1. Calcula los méximos y minimos locales de la funcién y = (z — 1)V/z2.

Solucién:

2 o1 3x+2r—2 5Szr—2
)y =vVa2+(z-1)Z27 === =
)y = Va4 (2 )3x3 37z 7
2
5

2) a) fllz)=0 — Bz—-2=0 — =z=

b) f'(z) es discontinua en z =0

2
(=00, 0) (o, . % -
3 f@) >0 7z) <0 fiz) >0
creciente decreciente creciente

4) en 0 — méximo local, f(0) =0

: 2
en % — minimo local, f(g) =032

Luego en el punto P;(0, 0) la funcién tiene un maximo

5
Ejemplo 2. Dada la funcién y = 2senz + cos 2z definida en [0, 27], halla los méximo y
minimos relativos.

2
local y en el punto P Q—, —0’32) un minimo local.
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Solucién:

1) ¥ =2cosz — 2 sen2z

2) 2cosz —2sen2z=2cosz—2-2senvcoszt=2cosz(l—2senz)=0 =

2cosz2=0 — =z=1%3%
1 T T
(1-2senz)=0 — 2senz=1 — senz =5 = x——‘é,S%
3)
(O 7r> (Tl’ 1() T oT 5w 3w 3 9
[y S vy e -«
6 6’2 2° 6 67 2 2
v+ v- v+ v- ¥-
creciente decreciente creciente decreciente creciente
T 3
9 1(5)=3
) f 5) =3

f@m)=1.
Méximos y minimos absolutos

Sea y = f(z) una funcién continua en un intervalo cerrado [a,b]. Por el teorema de
Weierstrass 0.11 la funcién alcanza un valor méximo y un valor minimo (absolutos) en
dicho intervalo.

Recordad que (d, f(d)) es un méximo absoluto de f siy sélosi f(d) > f(z), ¥ = € Dom(f);
(d, f(d)) es un minimo absoluto de f si y sélo si f(d) < f(z), V z € Dom(f).

La manera mas préctica de calcular los valores méximo absoluto y minimo absoluto es:

1) Calcular los maximos y minimos relativos.
2) Hallar el valor de la funcién en los extremos.

3) Comparar estos valores y quedarse con el mayor y menor valor.
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Anilisis de méximos y minimos relativos por medio de la segunda derivada

Supongamos que en ¢, f'(¢) = 0 y ademds existe f”(c) y es continua en un cierto entorno
que contiene a c.

Teorema 2.7 Si f'(c) = 0, la funcidn tiene un mdzimo relativo si f”(c) < 0 y un minimo
relativo si f"(c) > 0.

Demostracién:
12 parte.

Supongamos que f'(¢) = 0y f’(c) < 0. Como por hipdtesis f“(z) es continua en un
cierto entorno de ¢, entonces existird un intervalo suficientemente pequefio que contenga
al punto ¢ tal que en todos sus puntos la segunda derivada f”(z) es negativa.

Puesto que f”(z) es la derivada de la primera derivada, f”(z) = (f'(z))’, de la condicién
(f'(z)) < 0 se infiere que f'(z) decrece en el intervalo que contiene al punto z = c.
Pero f'(c) = 0, por consiguiente, en este intervalo tendremos: f'(z) > 0 cuandoz < cy
f/(z) < 0 cuando z > ¢, es decir, el signo de la derivada f'(z) cambia de “mas® “menos®l
pasar por el punto ¢, luego en ¢ la funcién tiene un méximo relativo.

2% parte.

Si f”(c) > 0, entonces f”(z) > 0 en todos los puntos del intervalo mencionado que contiene
al punto ¢; pero en este caso, en dicho intervalo f(z) = (f'(z))’ > 0 y por tanto f'(z)
crece. Como f'(c) = 0 al pasar por el punto c, el signo de la derivada f(z) cambia de
“menos? “"mas”, es decir, la funcién f(z) tiene un minimo relativo en c.

c.q.d.
. ” N (.
Si en el punto critico ¢, f“(¢) = 0, entonces en este punto puede haber un maximo o un

minimo relativo (lo analizarfamos utilizando el primer método) pero puede ocurrir que no
exista ni uno ni otro.

Resumen:
(o e naturaleza del punto critico
0 — méaximo local
0 + minimo local
0 0 no determinada

Ejemplo. Determina los mdximos y minimos locales de las siguientes funciones:
2
Ny=2-(z-1)°

Solucién:
, 2

y = —'g(ac—l)_T = 3VGoD

146
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Punto criticoz =1

y'(1) A

luego, no se puede hacer el estudio por la segunda derivada, ya que para emplear
este método habiamos supuesto que f'(c) = 0.

(=, 1) (1,00)
Y+ Y= = (1,2) méximo local.
creciente decreciente
2) y=3—2(a:+l)%
2 2 2
(== (z+1)78 = ——nx
y=3+1) Y CEE
Punto critico z = -1
(=00, —1) (—1,00) . C C
, , => 1o existe ni mdximo ni minimo local.
y >0 ¥y >0
N y=1-2z*
¥ =—42 - —4*=0 = z=0
y'=-1222 — 4"(0)=0
(—OO, O) (07 OO)
y >0 ¥ >0 = (0,1) méximo local.
creciente decreciente
4 y=(z-1)°

(—OO: 1)
¥ >0
creciente

5) y=z%+ 227

Y =3c-1)7-3(z-1)°=0=>z

=1
y'=6(z-1) — y'(1)=0
(1,00)
¥ >0 = en ¢ =1 ni maximo ni minimo local.
creciente

z=0
Y = —4z® + 4z ~4r% 442 =0¢ z=1
z=-1
Y =—1222 4+ 4
y'(0)=4>0  (0,0) minimo relativo,
y'(1)=~8<0 (1,1) méximo relativo,
y'(-1)=—-8<0 (-1,1) méximo relativo.
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T
6) y=— Dom = 1 1,
)y=r= Dom= (0,1)U(l,c0)
, Inz-1 ntos criti Inz—1=0=z=e¢
- (Inz)® P €08 hr=0=>z=1
-1 2 -142
o Lﬁ{—s - y(e)= o0 = (e, €) maximo local,
z (Inz)
(0,1) (Le) (e,00)
Yy <0 Yy <0 y >0 = sblamente en (e, e) existe un méximo local.

decreciente decreciente creciente

Ejercicio.

Calcula los maximos y minimos relativos de las siguientes funciones:

2) y= 2 —3z+2 Sol: T= —+/2  minimo relativo,

Ve s +2 z=-+v2 méximo relativo.
R , In2 .

b) y=2e"+e¢ Sol.: £ =-——minimo relativo.

Andlisis de méximos y minimos relativos mediante la férmula de Taylor

Si en el punto ¢, f'(c) = 0y f’(c) = 0, no sabemos lo que ocurre. Para resolver este
problema utilizaremos la férmula de Taylor (2.14) en el punto c:

f@=1@+r@e-0+1 0 @-op s L@ opr 4

fr(e) n, f7(0) nt1

r—c¢) +5———(@—c¢

( ) (n+ 1) ( )
para valores de Az — 0, los términos de la funci6én son infinitésimos cada vez de mayor
orden que los podemos despreciar ante el primer término. Entonces

f@) - 50 = FO -0+ i @-p e L - gp v

Si en el punto c la funcién tiene un méximo relativo
flz)<flo = fla)-fle) <0
Si tiene un minimo relativo
fz)>fle) = fl@)-f)>0.

En el méximo y en el minimo sabemos que f'(c) = 0.
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e Supongamos que f’(c) # 0
Entonces

si f'e)<0—= flz)— fle)<0 =
£(¢) = enc¢, I un méiximo

st f'(e)>0— f(z)— fle) >0 =

= enc¢, 3 un minimo

e Supongamos que f”(c) =0y f"(c) # 0

‘ flll c v ¢
)= fle) = %(x—c)3+f4—5)(x—c)4+‘..
como estamos utilizando la funcidén en unos puntos muy préximos a ¢, Az — 0

luego ”

1@ - 0 = 10D (o oy
Si f(z) = f(e)<0, (2-¢)*20— f"(c)20
Si f(z)=fl0)>0, (z=¢c)’20—f"(c)20

} imposible

luego si la funcién tiene un méximo o un minimo relativo en ¢, f”(c) = 0.
¢ Supongamos que f”(c) =0y f®(c) # 0

f(a:)—f(c)=%§cl(z—c)4+fus—(lc)(x—c)5+...

§@) - £ = L (@ — o
si fP)<0— flz)— fle)<0 =
= enc¢, 3 un méaximo relativo
(x—c)*>0
si fPle)>0—- flz)— flc) >0 =
= enc¢, I un minimo relativo

Conclusién. Si la primera derivada de la funcién no nula es de orden par y esta es < 0,
la funcién en el punto ¢ tiene un méximo. Si esta derivada es > 0, la funcién en el punto
¢ tiene un minimo.

Ejemplo 1. Dada la funcién f(z) = z* —42°+ 622 — 42+ 1, halla sus méximos y minimos
relativos.

Solucidn:
fl(z) = 42® — 1222 + 122 — 4, flz)=0 = z=1
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fle)=12z-1> — f(1)=0
faz)=24x-1) - f"(1)=0
fPr)=24 — f*1)=24>0 =
en z =1 la funcidén tiene un minimo relativo.

Ejemplo 2. Halla los méximos y minimos relativos de y = 2sen 2z + sen 4z.

Solucién:
Yy =2-2cos2z + 4 cos 4z = 4 (cos 2z + cos4x)
c0s 2z + cos 4z = 2cos 3z cos(—z) = 2cos 3z cos T
cos3r=0 = 3$=g73g
2cos3zcosz =0 =
7
cosz=0 = x:ﬂ,3§
ntos criticos: T 3L
u riticos:  — - -
P R RS
y" = ~8sen2z — 16sendz
2
y" <%>=—8 sen— — 16 sen%<0 = en x=%ha.y un méximo relativo.

(I) = - - 2% =
y(2) 8senm — 16sen27 =0

Y (3%) — —8sen3r — 16senbr = 0

(completad vosotros el ejercicio).

Se llaman extremos de la funcién a los méximos y minimos relativos y a los maximos y
minimos absolutos.

Ejercicios.

1) Averigua los extremos de las funciones:
a) y=dale™ b) y=V(=2+1)%
78 4
=—; d = .
c) Y =3 )y e

2) Determina los méximos y minimos absolutos de las siguientes funciones en los seg-
mentos que se indican:

a) y=1x> en[-1,3];
b) y=22°+32° — 12z + 1
b1) en [—1,5],
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by) en [—10,12].

3) Determina los coeficientes p y ¢ del trinomio cuadratico y=z%+px + q de forma
que y = 3 sea un minimo de este trinomio cuando z = 1.

Aplicaciones de maximos y minimos de las funciones

1) El alcance de un proyectil lanzado con una velocidad inicial Vo ¥ un dngulo ¢ viene
dado por la férmula

_ Vi#sen2¢p
g
Calcula el 4ngulo ¢ para que el alcance sea miximo.

l

Solucién:

2V cos2
d_l.:Mzo — COSQQO=O —_ 2(‘0:’” — =

dy g 2
d’l  —4V@sen2¢p
dp? ~ g
d*l (my  —4V@seny -4V "
Zl? (Z) = 5 = . <0 = [ es méiximo.

Luego
l

_ Vésen2p Viseni VZ
g g g

2) ¢Qué dimensiones debe tener un cilindro para que sea minima su 4rea total S, dado
el volumen V7

Solucién:
2 14
V=ar’h — h=—
wr
\% 2V
S=27rr2+27r7“h=27rr2+27rr——2=27rr2+—
r r
3 _9v
S'Z$:4wr"i_‘;=4ﬂr22_=0 = 47 -2V =0
r r
2V |
3 __ eV = &
r_47r =7 27
d?s 4V
"o__ _

4

S"(3 21) =47r+7v=47r+87r>0 = S minima.

- v
27
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luego r=q/— v h=

3) Divide un ntmero positivo A en dos sumandos de tal forma que su producto sea el
mayor posible.

Solucién:
A=z+y — z=A-y

P=z-y=(A-yy=Ay—¢

dP A
T — _ = = —
P = i A-2y=0 — y B)
2
P = (_i__fi =-2<0 — miximo.
dy?

A
1 == =A-—==.
uego y = = z 5 =3
4) De una hoja de cartén cuadrada de lado a, hay que hacer una caja rectangular
abierta que tenga la mayor capacidad posible recortando para ello cuadrados en los
4ngulos de la hoja y doblando después los salientes de la figura en forma de cruz asf
obtenida ;De qué tamafio han de ser los cuadrados que se corten?

Solucién:
V=(a—-2z)?% r=(a*+42°—4daz)z=a’r —42° —4as’

dv

:E=a2+12x2—8ax=0 — 1222 —8ar+a*=0 FJ L

V/

8a++640%2—4-12a2 8a++V16ad?
T = = =

T
1

24 24
v
V' = = =24z — 8a
i (%) = 24% —8a =4a > 0 minimo.

v (%) = 24% —8a =—4a > 0 maximo.

luego los cuadrados han de ser de lado x = %.
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5) Tuerce un trozo de alambre de longitud dada ! de manera que forme un rectingulo
cuya area sea la mayor posible.

Solucién:
l=2z4+2y — x:l_TQy
A=z-y — A=I_szy
A’=%=—y+l—Tw=#=O = I—-4y=0 — y=é
”=%§—=—g=—2<0 —  méximo
p=lz !

l
luego el rectangulo de mayor 4rea es un cuadrado de lado T

Ejercicio.

;Cudl de los tridngulos rectdngulos de perimetro dado igual a 2p tiene mayor drea?

2.5 Trazado de curvas planas definidas de forma explicita.

Funciones crecientes y decrecientes

La funcién f es estrictamente creciente en el intervalo I si f(z;) < f(z2), V 21,25 € [
con z; < Ts.

De manera andloga, la funcién f es estrictamente decreciente en un intervalo I si
YV xy, 22 € I tal que 27 < 20 = f(z1) > f(z2).

Ejemplos

Teorema 2.8 5i la funcidn f(x) derivable en el intervalo [a,b], crece en este intervalo,
su derivada en €l no es negative, es decir f'(z) > 0.
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Demostracién:
Supongamos que f(z) crece en el intervalo [a, b]. Consideremos la razén

flz + Az) — f(z)
AN

como f(z) es una funcién creciente se tiene
flz+ Lz) > f(x) para Az >0
y
flz+ Ax) < f(z) para Az <O,

En ambos casos
flz+Az) - f(2)

A >0

y por tanto
i {@+07) — f(2)

>0
Az—0 Az -

es decir
fi(z)=0.
c.q.d.

Teorema 2.9 i la funcidn f(z) es continua en el intervalo [a,b] y derivable en (a,b), si
f'(z) >0,V z € (a,b) = f(z) es una funcidn creciente en [a,b].

Demostracién:

Sea f'(z) >0, VYaz€/(a,b).

Consideremos dos valores arbitrarios z; y T2 pertenecientes a (a, b) y tales que z; < 2.
Por el teorema de Lagrange, teorema 2.3

Jac (CL, b) / f(:CZ) _f(xl) — f,(Ol)

T2 — Iy

Como f'(a) > 0 entonces f(zo) — f(z1) > 0 = f(z2) > f(z1) cuando z > w1, por lo
tanto la funcién es creciente.

c.q.d.

Teorema 2.10 Si la funcidn f(x) derivable en el intervalo [a,b], decrece en dicho inter-
valo, entonces su derivada en €l no es positiva, es decir f'(z) < 0.

-demostradlo como ejercicio-
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Teorema 2.11 Si la funcidn f(z) es continua en el intervalo [a,b] y derivable en (a,b),
si f'l(z) <0 Vaze(ab)= lafuncidn f(z) es decreciente en el intervalo [a,b].

-demostradlo como ejercicio-

Observacién. El teorema 2.8 tiene la siguiente interpretaciéon geométrica: Si la funcién
f(zx) es creciente en el intervalo [a,b], la tangente a la curva y = f(z) forma con el eje
OX un angulo agudo ¢ (en algunos casos puede ser paralela a este eje). La tangente de
este dngulo no es negativa pues f'(z) =tgyp > 0.

v ¥

—

'
1
v
'
'
'
'

w3=0

.
;

! h)

! 1

; H

:

: \#) 9
:

a4

'
'
i
b x

Rl
w

e s L
1)

>

&
o

Si la funcién f(z) es decreciente en el intervalo [a, b], el d&ngulo de inclinacién de la tangente
seréd obtuso (en algunos puntos la tangente puede ser paralela al eje 0X).
La tangente del dngulo no es pues positiva.

Del mismo modo se interpretan los teoremas 2.9 v 2.11. Permiten juzgar sobre el creci-
miento o decrecimiento de la funcién por el signo de su derivada.

Ejemplo 1. Estudia el crecimiento y decrecimiento de la funcién f(z) = z°.

Solucién:
y =z = y¥=322 — 32°2=0 — =0
(—00,0) (0, 0)
F@>0  f@)>0
crece crece

z
Ejemplo 2. Estudia el crecimiento y decrecimiento de la funcién y = 3 22 +3z 4+ 1.
Solucidn:

y=22~4z+3

22 -4z+3=0—z= { ?
(—OO,].) (1‘3> (3700)
fi(z)>0 fiz) <0 fi(z)>0
crece decrece crece
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Ejercicios

Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las funciones:
a) y=2a(z-3) b) y=(z~3)Va;
c) y=gx+senz; d) y=2e""4=

Concavidad o

Sea y = f(x) una funcién diferenciable en (a, ).

Definicién 1. Se dice que la curva es céncava
hacia arriba | (céncava) en el intervalo (a,b)
si trazando la tangente a la curva en un punto
cualquiera del intervalo, todos los puntos de dicha ,
tangente se encuentran por debajo de la curva. b

Definicién 2. Se dice que la curva es céncava hacia abajo [} (convexa) en el intervalo
(b, c) si trazando la tangente a la misma en un punto cualquiera del intervalo, todos los
puntos de la tangente se encuentran por encima de la curva.

Criterio para definir la concavidad y convexidad

Teorema 2.12 Si la derivade sequnda de la funcién f(z) es negativa (f"(x) <0) en
todos los puntos del intervalo (a,b), la curva es cdncava hacia abajo ).
Demostracién:

Tomemos un punto del intervalo (a,b) y tracemos la tangente a la curva en ese punto.
Si la ordenada de la curva es menor que la ordenada de la tangente, la curva es concava
hacia abajo.

Sea la curva y = f(z). La ecuacién de la tangente a la curva en el punto zg es
¥ = fzo) = fl(mo)(—20) — ¥ = flzo) + f'(z0)(z — 20)
-ponemos * para distinguir la y de la tangente de la curva-
y—y* = f(z) = f(z0) — f'(z0)(z — Z0)
Aplicando el teorema de los incrementos finitos (teorema 2.3) a la funcién f (x)

f(z) = f(zo)

= f'(a) donde a es un punto comprendido entre z y To
r—Xo

F(@) — fzo) = (z — z0) f'()
entonces
y—y* = f'(a) (& — o) — f'(z0) (z — )
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y—¢" =[f(a) = f'(z0)] (z — z0).
Aplicando el teorema de los incrementos finitos a la funcién f/(c)

f,(a) - fl(I0> o
a—*:ro = f"(en)
f'(@) = f'(zo) = (@ — o) f"(c1) donde o, es un punto comprendido entre o y 7o
luego
y—y" = (1) (@ — zo) (z ~ 2p).

c.q.d.
Casos:

z>zy = zp<a<z = <o <a<rz

z—29>0
a—29>0 y—y <0
(1) <0

Q) z<zy = zT<a<zy = zz<a<o <o

‘T —130<0
a—2p<0 y—y <0
() <0

En los dos casos, a la derecha y a la izquierda del punto, los puntos de la curva se
encuentran por debajo de la ordenada de la tangente, luego la curva es céncava hacia
abajo () (convexa).

Teorema 2.13 Si lo derivada sequnda de la funcidn f(z) es positiva en todos los puntos
del intervalo (b,c) la curva es cdncava hacia arriba | (concava).

La demostracién es andloga a la del teorema anterior.

Ejemplos.

1) y=e¢€®
y=e
y'=e*>0

2) y=1°
y = 3z?

y" =6z
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Puntos de inflexién

El punto que en una curva continua, separa las ”
partes convexas de las céncavas se llama punto de ;
inflexion. ‘
En el punto de inflexién la tangente corta a la curva

de modo que a un lado del punto la curva esté por ‘

debajo de la tangente y al otro lado por encima de -
la tangente.

Condicién suficiente para que un punto sea de inflexién

Teorema 2.14 Sea y = f(z) una curva. Si f(a) = 0 o no eziste y la derivada f"(z)
cambia de signo al pasar por el valor de © = a, entonces, el punto de la curva de abscisa
T = a es un punto de inflexion.

Demostracién:

a) Si f'(z) < Oparaz <ay f’(z) >0 para = > a, entonces para T < a la curva es
convexa ([0) y para = > a es céncava (|J). Por tanto el punto a es de inflexién.

b) Si f’(z) > 0 paraz < by f’(z) < 0 para z > b, entonces para ¢ < b la curva es
céncava () v para = > b es convexa ({1). Por tanto en z = b la curva tiene un
punto de inflexién.

Y

a h ¢
a n L «

Ejemplo. Determina los intervalos de concavidad, convexidad y los puntos de inflexién
de las siguientes curvas:

1) y=3—22
y=-2r ¢y’ =-2<0 — convexaVaz.
2) y=¢"
y=e 3Y'=e">0 — céncavaVz.
3) y=(z-1)3
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Solucién:
1
y = g(fC— 1)~
., 21 s -2
== (-1 F = — =
y 3 3@-1) Y CERNE

z = 1 posible punto de inflexidn. !

(—007 1) (1700) 5 2%
¥ >0 y' <0 =
céncava convexa

z = 1 punto de inflexién.
4) y = e (curva de Gauss)
Solucién:

v =—2ze =

y'=-2 (e‘IZ - sze"z) = —2¢7%" (1 — 22?)

Y'=0 = 1-222=0 — o=/}

() () G

y' >0 ¥ <0 ¥ >0
cOncava convexa céncava
7 ()
\/51 V2 { puntos de inflexién.
-7/ (7))

Asintotas

Frecuentemente es preciso estudiar la forma de una curva y = f(z) y por tanto el com-
portamiento de la funcién correspondiente cuando la abscisa y la ordenada de un punto
de la curva, juntas o por separado, tienden a -co. Vamos a estudiar el caso particular

en que la curva estudiada se aproxima indefinidamente a una cierta recta, al tender un
punto variable sobre la curva hacia infinito.

Se dice que el punto variable M, tomado sobre una curva tiende hacia el infinito, si la
distancia entre este punto y el origen de coordenadas crece indefinidamente.
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Definicién. Sila distancia d entre una recta y un punto variable A sobre la curva tiende
a cero cuando el punto M tiende hacia infinito, esta recta recibe el nombre de asintota de
la curva.

~

Mixy)

[ )

1 2 3 ) 5
[ X -2

En el estudio de las asintotas distinguiremos entre asintotas verticales (// al eje de orde-
nadas), asintotas horizontales (// al eje de abscisas) y oblicuas.

Asintota vertical

Si lim+ flz) =0 6 lim f(z) = £co 6 lim f(z) = Fo0, larecta = a es
T—a T—a~

Ir—a

asintota vertical de la curva y = f(z)

Ejemplos.

lim £(z) = oo

asintota z = 5.
2) y=ez

limes = 0o

>

asintota z = 0.

3) flz) =gz y
g5 £35,. st y=tg x
asintotas: > T B T
z=%(2n-1)5. S

2 ol

4) lirr]l In(l—z)=00

asintota z = 1.
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Asintota horizontal

Si el ligl f(z) = b decimos que la recta y = b es una asintota de la curva y = f(z).
IO

-1

Ejemplo. Calcula las asintotas de la funcién y = = T2
z
Solucidn: B v
o _z—1 6
(A 4
asintota vertical z = —2 2
ooz —1 -4 7] 2

lim =1 -2
T—co T + 2 o
asintota horizontal y=1. 6

Asintota oblicua

Supongamos que la curva y = f(z) tiene una asintota oblicua cuya ecuacién es y = mz+n.

Por definicién de asintota, en el infinito

f@)~mz+n — —:m+g

=) n : Lm
lim = lim (m+—=)= lim m+ lim —=m
z—too T z—+o0 T z—4o0 z—to0 I

nxy—mz — lim n= lim (f(z)— mz)
T—x00 r—too

n= lim (f(z)-mz).

T—*oo

22z +1
Ejemplo 1. Calcula las asintotas de y = u-
Solucién:

L xt—2z+1
lim ——————— =
z—0 x

= ¥

x = 0 asintota vertical

(2.16)

(2.17)

ozt —2r+1
lim ———— =
T—Eoc x

=

no tiene asintota horizontal.
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Asintota oblicua: y =mz +n

2—2z+1 2 _ 2 1
m=limf—(sc—)=]im z =limz Qz+ =1
z—00 I T—00 T T—00 T
2 — 2z + 1 —2?
n = lim (f(z) —mz) = lim roatlor
T—00 00 T

luego la asintota oblicua es y = z — 2.

Ejemplo 2. Calcula las asintotas de la funcién y = e %sens + .

Solucidn: y

lim f(z) =00 cuandoz — 0 \ ¢

T—a 2

ues lim (e ®senz + ) = oo x

p z_,w( ) -1 -2 7 2 z
luego no tiene asintota vertical. _4

lim e senz + 2 = -6

=00 -8

luego tampoco tiene asintota horizontal. 10

Asintota oblicua: y =mz +n

n = lim (f(z) —mz) = lim (e ®senz+z—z) = lim e *senz =0
I==00 T—00

asintota oblicua: y = z.
Ejercicio.

Calcula las asintotas de las siguientes funciones:

a) y=vz+1—-vr—1 Sol.  y=0.
1 ] y=1,
b) y=1n($2_1)+x2—1 Sol.: y=—1.
z .
c) y=— Sol.:  no tiene.
Ing
4z —12 =2
= S 1.: ’
RN TR a: {328

Representacion grafica de funciones

Pasos a seguir para representar graficamente una funcién:

1) Dominio de la funcién.
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2) Puntos de discontinuidad.

3) Puntos de corte con los ejes { 8§ : z Z (())’
4) Simetrias:
o f(z) = f(—z) funcién par o simétrica respecto al eje QY
* f(z) = —f(—=) funcién impar o simétrica con respecto al origen.

5) Periodicidad.
Una funcién es periédica de tipo T si f(z + T) = f(z).

6) Asintotas:

e r = g vertical si

lim f(z)==%0c0 6 lim f(z)=%c0 ¢ lim f(z)=+o0.

z—at T—a~ T—a

¢ y = b es asintota horizontal si

lim f(z)=b.

T—too
® y =mz + n es asintota oblicua siendo

m= IEIjI:loo @ (:E # 0)’ n= :c—l—igzloo (f(l‘) B ml‘) ’

7) Intervalo de crecimiento y decrecimiento. Méximos y minimos.
f(z) creciente en [a,b] si  f(z) >0 Vz € [a,b]
f(z) decreciente en [a,b] si  f/(z) <0 Yz € [a,b]
To Maximo si
f(z))=0 'y f pasade ser positiva a negativa

o bien
flz)=0 'y f'(z0) <0.

T minimo si

flzo) = v ' pasa de ser negativa a positiva

o bien
fll@o)=0 'y f'(z0) >0.
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8) Intervalos de concavidad y convexidad. Puntos de inflexidn.
f(x) es céncava en [a,b] si  f"(z) >0 Vazelab ()
f(z) es convexa en {a,b] si  f'(z) <0 Vzelab ()

Zo es punto de inflexién si

" _ " pasa de ser positiva a negativa
F(mo) =0 v f { 6 de negativa a positiva,

o bien

f”(iEo) =0 v f/”<330) 75 0.

Ejemplo 1. Representa graficamente la funcién y = 1 —fa:Q'
1) Dominio = R.
2) No tiene puntos de discontinuidad.
3) Puntos de corte con los ejes:
OYy: z=0 — y=0,
OX: y=0 — a:=b P(0,0).
4) Simetrias:
f=o) = 1+ (f:c)2 71 -:—ECC2 =-fa) =

impar = simétrica con respecto al origen.
5) No es periddica pues no existe T t.q. f(z+ T) = f(z).
6) Asintotas:
e vertical

lim f(z) =00 no tiene asintota vertical;

e horizontal
lim f(z)=0= y=0

e oblicua

m=lim@=hm =0 n= lim (f(z) —-mz)=0
z—eoo T z—»oo1'+a,‘3 I—00

no tiene asintota oblicua.
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7) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos.

;142?222 —a2?+1
V="0r222 T a+rap

y=0 = z==+1

puntos criticos { A puntos de discontinuidad para 3’

(—OO,—].) (-171) (1300)
¥y <0 y >0 y <0
decreciente creciente decreciente
z = —1 minimo z = 1 méximo

1 1
e (13) m(-13)
8) Concavidad. Puntos de inflexién.

= —22(1+2%)? - 2(1 +2%) - 2z(—z’+1) 2% -6z

(1+z2)4 (14223
"_ la - 2 gy _ z=0
y¥'=0 = 22°-6z=0 = 2z(z 3)_0{x=i\/§
(=00, —V/3) (—=V3,0) (0,v3)  (V3,00)
y' <0 y' >0 ¥’ <0 y' >0
n U N U
Puntos de inflexién: (—\/5, —T\/§> , (0,0), (\/5 "?)
y
0.4
0.2
& -1 -2 p) 4 6 *
-0.
-0

T

Ejemplo 2. Representa graficamente la funcién y = =
2 —

3

1) Dominio R — {-1,1}.
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2) Puntos de discontinuidad z = +1.

3) Puntos de corte con los ejes:
OX .:y=0 —- =z=0,
OY:z=0 — y=0 P(,0).

4) Simetrias:

-z -z
—z) = = =—flz) =
fo0) = o = g~ @
simetria respecto al origen.
5) no es periddica.
6) asintotas:
e vertical
alcl-»mx T o0 z=1
z
z—~—132_]__ 00 z=-1
e horizontal z
lim — =00 no tiene;
z—oo /72 — 1
e oblicua
- _fl@) 1 .
y=mzr+n zh—'nclo - ‘QE&\S/IT_T‘O no tiene.

7) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos.

, 2 -3
Y=o
3/ =1

y=0—-z=23

puntos criticos { puntos de discontinuidad de ¢/ =1

y >0 y <0 y <0 ¥ <0 y >0
creciente decreciente decreciente decreciente creciente
T = —/3 méximo z = +/3 minimo
-3 V3
P | -V3,—= Py | V3,4=
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8) Concavidad. Puntos de inflexién.

s —22%418z T T =
v C9(e2—1)2 YT -1 v=uT

puntos de discontinuidad de y": z = =41

(—OO, _3) (_3’_1) (_110) (07 1) (153) ( ,OO)
¥ >0 y' <0 >0 y<0 ¢>0 ¢'<0
U N U N U N
. L 3 3
Puntos de inflexién: Py | -3, 5 ) P, (0,0), Py -3, 3)
Y
3
ol
1
Z1 -2 2 T *
. -1
/’j ~
-3
Ejemplo 3. Representa gréficamente la funcién y = e2™esen vz,
1) Dominio [0, 1].
2) Puntos de corte:
OX: y =0 no tiene
OY:z=0 - y=1 P(0,1).
3) Simetrias: no tiene.
4) No es periédica.
5) Asintotas: no tiene.
6) Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos.
; arcs e
y/ — Ve earcsenﬁ — 1 earcsen\/E — ere en Ve
1-z 2zvi—1z 2z — z2

%' nunca se hace cero

' siempre es > 0 luego la funcién siempre es creciente en su dominio.
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7) Concavidad. Puntos de inflexién.

,ereenVE Vot~ (1-22)]
y 4z — 72 (z — 2?) -
. /

Ve-22=1-2r = 52'-5z+1=0 = 7“{8?23?

(0,0'277) (0'277,0/723) (0'723,1)
¥ <0 y' >0 y' >0

N U U
punto de inflexién (0277, £(0'277)).

0 = z-—z2—(1-22)=0 =

Ejercicio.

Representa graficamente las funciones:

2) _4r-12

RNEE)E

b) y:ln(m2—1)+—1—
z2-1
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Capitulo 3

Integral de Riemann.

3.1 Introduccidén a la integral de Riemann.

Desde muy antiguo, el calculo del 4rea ha sido un problema de interés tanto tedrico como
préctico. El problema no es facil, excepto en algunos casos, como por ejemplo, el célculo
del drea del rectangulo, del tridngulo, del circulo o de un trapecio. Probablemente también
hayamos calculado dreas de regiones mas complicadas que se descomponen en regiones
de esos tipos. Sin embargo, ;cémo se puede hallar el 4rea comprendida entre la elipse de
2

ecuacién ) + —y4— =1y el eje OX en el intervalo [—~1,1]? Para resolver este problema
daremos un procedimiento general del célculo de dreas.

Sea f(z) una funcién de variable real definida y continua en el intervalo cerrado [a, b] tal
que f(z) >0 V z € [a,b]. Resolvamos el siguiente problema: Calcular el drea del recinto
limitado por el eje de abscisas, las rectas t =a, = by la curvay = f (z).

Y

fi

ot
T
[
[
Pt
[
[
Vol
Pl
bt
[
P
I

x
anz n-1 X

Se llama particién del intervalo [a, ] al conjunto de puntos P = {zo,z1,... ,Z,} tales
que

a=29< T <Ly <...<xT,=b.

A partir de la particién P formemos los intervalos [zg, z1] 1z, [Tnr, 2]
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Sean
h1=$1—$0ﬂ h2=1’2'—I17 R hn=xn_xn—l-
Se llama didmetro de la particién
d(P) = maz {h1,ho,... ,hn}.

Por ser f(z) continua en [a,b] también lo serd en [x;,;41] V i, entonces por el teorema
de Weierstrass (teorema 0.11) la funcién admite extremo superior (M;) e inferior (m;) en
cada uno de los intervalos.

Sea
51=m1h1+mghg+...+mnhn

y
Si=Mh+Mhy+...+M;h,.

Sea A el area del recinto que queremos calcular. Se cumple que
81 S A S Sl,
Se llama drea del recinto por defecto y se designa por A, al

lim = A,
d(P)=0 Sn d

Se llama 4rea del recinto por exceso y se designa por A al

lim S, = A..
d(P)>0

En general Az # A., pero se cumple que
A< A< A,

Si Ay = A. cada una de la 4reas coincide con A y ésta representa el drea del recinto
determinado por el trapecio mixtilineo.

Se dice que una funcién f(x) definida y continua en el intervalo cerrado {a,b] es inte-
grable segin Riemann en dicho intervalo cuando se verifica

li = i S,=A
d(fl’l)r—l»osn d(I%I—LO "

independientemente de las particiones elegidas.
El valor de este limite se representa por

A:/:f(x)dz

v se lee integral definida de a hasta b de la funcién f(z).
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3.2. PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA.

A los nimeros a y b se les llama limites de integracién. A f(z) se le llama integrando.

b
Si f(z) es no negativa en [a,b] entonces / f(z) dz representa el 4rea limitada por la
grifica de f el eje OX ylasrectas z =a y z=b

Si f(x) es negativa en [a,b] y pretendemos calcular el rea limitada por la curva, el eje
OX ylasrectas z=ay z = b, se pone un signo negativo delante de la integral

| .

—

A=/bf(x)d:6 A=—/bf(x)dm pues /bf(ac)dx<0.

Si f es positiva y negativa y queremos calcular el '
|

drea del recinto limitado por la curva, el eje OX y
las rectas © = a, z = b, debemos separar la integral

de la siguiente forma m .
A=/abf(w)d:c—/bcf(m)dm+/cdf(w)dx \/

Condicién suficiente de integrabilidad: si f(z) es continua en [a,b], entonces es
integrable en dicho intervalo.

3.2 Propiedades de la integral definida.
1) /bkf(x)dxzk/bf(m)dx VkeR
b

2) / (@) 2o(e) ds = | ' fla)de = / " g(a) d.

a
Las propiedades 1) y 2) implican que la integral de una combinacién lineal de fun-
ciones es la combinacién lineal de las integrales

b b b
/ (af(2) + Bg(z)) do = a / f(@)dz + 8 / o(z) dz.

b b
3) Si f(z) > g(z) en [a,b] = / f(z)dz 2/ g(z) dz.

b b
4) Si f(z) > g(z) en [a,b] = / f(z)dz >/ g(z)dz, (jdesigualdad estrictal).
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b b
5) / flz)dz| < ] |f(2)] dz, el valor absoluto de la integral es menor o igual que la

ingegral del valor absoluto.

b
6) Si f(z) >0en[a,b] = / flz)dz > 0.
7) St f(z) > 0enfa,b] = /b f(z)dz >0, (jdesigualdad estrictal).
b a
=— dz.
9 [ fode== [ fla)as

b c b
9) Sia<c<bh =>/ f(a:)dx:f f(x)dx+/ f(a) dz
a a c
en general se verifica para cualquier a,b y c.

10) La integral desde cualquier punto ¢ hasta é] mismo se define como cero, es decir,

/ccf(m)d:c=0.

3.3 Teorema del valor medio integral.

Teorema 3.1
La integral definida de una funcion continua en el intervalo cerrado [a,b], es igual al

producto de la longitud del intervalo por el valor que toma la funcién en un punto de ese
intervalo cerrado.

/bf(z)dx=(b—a)f(04) a € [a,b].

Demostracion:
Sean s; y Si, la suma de las dreas de dos rectangulos de base b — a y alturas m y M
respectivamente, donde m y M son el minimo y el méaximo de la funcién f(z) en el
intervalo [a, b]. Se tiene
b
s =m(b—a) S/ fl@)ydr<M((b—a)=5
a

es decir, existe un nimero p comprendido entre m y M tal que

b
/ f(2)dz = (b a).

Por ser f(z) una funcién continua en [a,b] toma todos los valores del intervalo [m, M]
-propiedad de Darboux de las funciones continuas, teorema 0.13- = 3 « € [a, b] tal que
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3.4. TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO INTEGRAL.

u=>/f (0) (b a).

Geomeétricamente este teorema significa que el
drea del recinto limitado por la curva, el eje de
abscisas y las rectas paralelas al eje de ordenadas
z=ayz =>bes igual al 4rea de un rectdngulo de
base b—a y una altura comprendida entre m y M.

3.4 Teorema fundamental del célculo integral.

Sea f(t) una funcién integrable en el intervalo [a,b]. A partir de esta funcién podemos
definir la funcién

T
Flz) = / o Y
a
que depende del limite superior de integracién. \y\
Geométricamente F(x) representa el drea del re- : ;
cinto limitado por la curva y = f(t), el eje de las ¢ 1 DR

vlasrectast=ayt=z. ' |

Teorema 3.2 Teorema fundamental del célculo integral
S5i f(t) es una funcidn continua en el intervalo cerrado [a,b), entonces la derivada de la
funcion F(z) es: F'(z) = f(z), es decir F(z) es una primitiva de f(z).

Demostracidn:

Calculemos el incremento de F{zx)

Flz+h)— /fdt—/f t)dt = f fdt—i-/f =

F(z+h) - / f®)
Aplicando el teorema del valor medio integral 3.1
fe+h)~F@)=hf(@) aclro+h
Flz+h)— F(z)

L~ )
tomando limites P h) - F(z)
Fi() = i FEXNZE@) _ i g
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CAPITULO 3. INTEGRAL DE RIEMANN.

al tender h — 0, a que pertenece al intervalo [z, z + A] tiende al punto z, luego
F'(z) = lim f(a) = lim f(a) = f(z)
h—0 a—z

por ser f(t) continua en [a, b).

c.qd
Este teorema nos da la conexién que existe entre integracién y derivacién.

Z

Seglin acabamos de demostrar, la funcién F(z) = [ f(¢)dt es una primitiva de f(z),

a
luego cualquier otra funcién primitiva G(z) de f(z) difiere de F(z) solamente en una
constante, es decir

Gla) = F(z)+ C

/ Ft)dt+C.

Calculemos C sustituyendo el valor a en G(z

o bien

=/f(t)dt+C=0-i—C = Gla)=C

Si ahora evaluamos G(z) en el valor z = b

b . b
=/f(t)dt+G(a) = /f(t)dt=G(b)—G(a)=G(x)

donde G(z) es una funcién primitiva arbitraria de f(z).
A esta férmula se le llama regla de Barrow y se enuncia:

Teorema 3.3 Regla de Barrow
La integral definida de una funcién continua f(x) en un intervalo cerrado [a,b] es igual a
la diferencia entre los valores que toma una funcidn primitiva G(z), cualguiera de f (z),
en los extremos de dicho intervalo

/ " K0 dt = Gy) - Gla) = Gla)| - (3.1)
Ejercicios.

1) Calcula/ e % senzdr.
0

1
2) Calcula/ (arccosz)’ da.

-1
. 4
3) Si fz) = { = Bie) :ﬁ;g Halla /1 f(z)do

2z sixz <1,

3
4) Calcula/ f(z) dz siendo f(z) = { 2 szl
0
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3.5 Cambio de variable en la integral definida.

Teorema 3.4 Cambio de variable en la integral definida See g’ funcidn continua
[a,b] y [ continua en el conjunto de valores tomados por g'. Luego

g(b)
/f ) g (z)dz = ¢ fu) du. (3.2)
g(a)

Demostracidn:

Sea u = g(z) , du = ¢'(z) dz entonces

b
/ £ (9@) ¢ () da

2 1 2
Ejemplo 1. Calcula / (—OLdm.
1

23 +1)°

g(b)
/ fu) du
g

(a)

c.q.d.

Solucién:
Seau=2z%+1 = du=32%dr, entonces

1022 2% dx 10 du
PESTTY] dzx VA TR
(23 +1) (x®+1) U

Paraz=1 — wu=2 paraz=2 — u=9, luego

/2 1022 10 (du_107 117 _35
L @B+ 3wt 3w, 1T

V3
Ejemplo 2. Calcula / V2?2 + 1dz.
0

Solucién:
Seau=12"+1 = du=2zdz, entonces

2 Vr? +1dz = 2 Va2 1a:dx——(u—1)2\/—du

Paraz=0 — wu=1paraz=+v3 — u=4, luego
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Teorema 3.5 Propiedad de la integral definida. Si g es diferenciable y f continua
se verifica que '

g9(z)
[ fd=16w)- g (33)

Demostracion:

g(z)

Sea H(z) = (u)du. Podemos pensar que H(z) es composicién de dos funciones

diferenciables g(z) y F(z) = / f(u) du, pues

9(z)
H@) =FE) = [ fw)d
luego por la relga de la cadena, teorema 1.3,

H'(z) = F'(g(z)) - (<)

y por el teorema fundamental del célculo integral 3.2

F(z) = f(z)

igualando las dos expresiones obtenemos,

c.q.d.

3.6 Aplicaciones de la integral definida.

3.6.1 Calculo de areas.

1) Areas en coordenas rectangulares (cartesianas)

Si f(z) > 0 est4 definida en el intervalo [a, b] €l drea del trapecio curvilineo limitado
por la curva y = f(x), el eje OX y lasrectasz =ay v = besigual a

Azlbf(a:)d:r A=/cd9(?/)dy
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2) Areas en coordenadas paramétricas

El drea de un trapecio curvilineo limitado por una curva dada por su ecuaciones
paramétricas

A=/abf(:z:)dz=fabydx

como z =p(t) = dr=y¢(t)dt luego
s
A= / () @ (8) dt.

3) Area de un sector curvilineo en coordenadas polares

Sea r = f(¢) la ecuacién de una curva en coordenadas polares, con a < ¢ < S.
Calculemos el area del sector OAB limitado por r = f(p) vy los radios vectores
p=a,p=4

Dividimos 3 — a en n dngulos iguales de am- v
plitud Agp.

El édrea del sector circular A; vale

Tit1t = T3 =+ ATi.

Observamos por la figura, que tenemos un
sector circular inscrito en un sector curvilineo.
Luego si Ay — 0 obtenemos infinitos secto-
res circulares que cubren todo el sector cur-
vilineo. Por lo tanto

n
. 1,
A_Aligo;] 3T by

luego
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CAPITULO 3. INTEGRAL DE RIEMANN.

Relacién entre coordenadas polares y rectangulares

Supongamos que el polo O del sitema polar coincide con el origen de coordenadas rectan-
gulares vy que el eje polar OX coincide con el eje positivo de las abscisas.

Sea M un pungo arbitrario del plano, z e y sus coordenadas rectangulares y 7 y ¢ sus
coordenadas polares. En este caso

=TCosyY
Yy =rsenyp
Inversamente

r= VAP

z Y

¥
COS P = ——==x, sen Y = ————-, tgp ==,
/z2 +,y2 /$2+y2 T

Ejemplo. Sean P(2,-2) las coordenadas rectangulares de un punto P. Halla sus coor-
denadas polares.

Solucién:
Dado que z = 2 e y = —2, se sigue que

r=V2+(-22=2v2 y tgp=-

Por consiguiente, bien

=-1

N1 N

99=—%+2k7r o bien @:%4—21@77.

Como el punto P se encuentra en el cuarto cuadrante, sélo nos sirve el primer valor. El

valor principal de ¢ es —5. Podemos obtener el mismo valor de ¢ mediante las férmulas
I

Y . o - e 2 V2
sen ¢ ot 6 cosp= T Por ejemplo, usando la segunda, cos ¢ = = ¥=,

2v2 2
de donde se deduce que ¢ = § + 2k 6 bien ¢ = —F + 2kw. Solo es correcto el segundo
valor por el razonamiento anterior.

3.6.2 Calculo de longitudes de arco de una curva.

1) En coordenadas rectangulares

La longitud del arco AB de una curva y = f(z) entre las rectas t = ay = b se
obtiene de la siguiente forma.

Iy

Tracemos las cuerdas
14]\417 ]\/.'[1 IMQ, ey A{,‘_] Mi, ceey Mn_l B,

de longitudes

of » N
AS],ASQ,... ,ASﬁ... ,ASn.
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3.6. APLICACIONES DE LA INTEGRAL DEFINIDA.
La poligonal AM; M, ... M,_; B inscrita en el arco AB es de longitud

n
§= E As;
i=1

luego la longitud del arco AB es

= mathnsl _)OZ As; (limite de la suma de poligonales).

Si

2
Dyi= flz) = flwis) = Dsi=/(Az)*+(Ay)’ = \1+ (%) L.

Por el teorema de Lagrange (téorema 2.3)

% _ flai) = flziz1)

Ax; T; — Tio1

- 1=t S e ane [
L=/b\/1+(f’(x))2dx

2) En coordenadas paramétricas

= (o) con T < o < T;

luego

,"'(t) } a<t<p, pla) =a, (B =b =

'(t)
1= [ (2 e o

LN—

3) En coordenadas polares

Y Mixy)
T =TCosyp ;

Yy =rseny.

ol

Sea r = f(¢) se pueden considerar como coordenadas paramétricas

p(t) =z =rcosp = f(p)cosy
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CAP{TULO 3. INTEGRAL DE RIEMANN.

Y(t) =y =rseny = f(p)seny

=/ﬂ¢6%wmﬁw—f@B%mf—(Nwﬂmw+f@wwwf¢ﬂ
Haciendo opzraciones en el radicando
(F'(¢) cosp — () sen )’ + (f'(p) senpf(p) + f(0) cos o)’ =
— F2(p) co? i — 21 () () cos psen o + () sen’ o + () sen® o+
Hf()@)wwm¢+fwww¢—
= () [oos® o + sen® ] + F2(p) [sen? o + cos’ ] = () + F(%),

A 8
- [Vuer«uerae = - [V

luego

3.6.3 Célculo de volumenes.

1) Volumen de un cuerpo en funcién de las dreas de secciones paralelas

Dado un cuerpo 7T, supongamos que se conoce €l drea de toda seccién arbitraria de
este cuerpo por un plano perpendicular al eje OX.

El drea depende de la posicién del plano se-
cante, es decir, en funcién de y

Q = Q(z)

entonces el volumen es

V=/:Q(a:)dx. f\ '/ V ' :

2) Volumen de un cuerpo de revolucién

Consideremos el cuerpo de revolucién engendrado por el trapecio curvilineo aABb
al girar alrededor deleje OX. El trapecio estd limitado por la curva y = f(z), el eje
OX ylastectasz =a,z=0.

Toda seccién arbitraria del cuerpo por un
plano perpendicular al eje de abscisas, es un
circulo de édrea

Q=my =7[f(@)].
Luego

b b
v [rl@Pde=n [ @i ds
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3) Volumen al girar alrededor del eje polar

2 8
Vo= gw/ s sen i dip.

3.6.4 Calculo del area de una superficie de revolucidn.

Sea y = f(z) la ecuacién de una curva definida y continua en [a, b] que engendra un cuerpo
de revolucién cuando gira alrededor del eje OX cuya drea lateral se desea calcular. Dicha

drea vale b
A=27T/ Fl@) /14 f'(z)dz.

Ejercicios.

1) Sea f(z) = vz y sea T el trapezoide limitado por las rectas = 0, = = 1, el eje de
abscisas y la grafica de f.

a) Calcula el drea de T

b) calcula la longitud del arco de curva determinado por f desde el punto de
abscisa cero hasta el punto de abscisa uno;

¢) calcula el volumen del cuerpo engendrado por T al girar alrededor del eje de
abscisas;

d) calcula el volumen del cuerpo engendrado por T al girar alrededor del eje de
ordenadas.

2) Calcula la longitud de un cuadrante de circunferencia de ecuaciones z = r cos t,
y=rsent, con0<t<m/2

3) Calcula el drea de la superficie de revolucién engendrada al girar la curva y = z
alrededor del eje OX, entrez =0y z =7.

4) Calcula el 4rea de la superficie de revolucién engendrada al girar alrededor del eje
OXlacurvay=+1—z entrex=0yx=9.

5) Calcula el 4rea de la superficie de revolucién engendrada al girar la curva y = ™
alrededor del eje OX, entrez =0y z = 3.

6) Calcula el 4rea de la superficie de revolucién engendrada al girar alrededor del eje

1 1
OY lacurvaz = Zyz—a Iny,entrey=1yy=4
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Capitulo 4

Técnicas de integracion.

4.1 Funcién primitiva e integral indefinida.

Si en todos los puntos de un intervalo [a, b] se cumple que F'(z) = f(z), a la funcién F(z)
se le llama funcién primitiva de la funcién f(z) en el intervalo [a, b].

3
Ejemplo. La primitiva de la funcién f(z) = z® es F(z) = —xs— pues

3
Pero también F(z) = L f5esuna primitiva de f(z), ya que F'(z) = 2240 = 2% = f(z).

En otras palabras la funcién primitiva no es tnica.
Teorema 4.1 Si Fi(z) y Fo(z) son dos funciones primitivas de la funcién f(z) en el
intervalo [a,b], entonces, la diferencia entre las dos es una constante.
Demostracién:
Por definicién de primitiva
Fl)=f@) v  Fz)={f().

Sea
p(z) = Fi(z) - Fr(z) =

¢(z) = [Fi(z) - Fy(2)] = Fi(z) - F(z) = f(z) - f(z) =0

como ¢'(z) = 0 entonces ¢(z) = Cte.
c.q.d.

Si F(z) es una funcién primitiva de f(z), la funcién F(z)+C se llama integral indefinida
de la funcién f(z) y se expresa mediante [ f(z)dz

/f(z) de = Fz) +C. (4.1)
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e a f(z) se le llama integrando o funcién bajo el signo integral,
e f(z)dz es el elemento de integracién,
e a C se le llama constante de integracion,

o [ esel signo de integracién.

Ejemplo 1.
2
xsdx— z—I—C Vidt= =12 +C, 2 ds=4vs+3+C.
3 Vs+3

Ejemplo 2. Halla f(z) suponiendo que f/'(z) =2*+2 y f(0) =

Solucién:
Como f’ es la derivada de f, f es una primitiva de f’, por tanto

f(z):/(x3+2) dx:%a:4+3x+0.
Como f(0)=1 = 1(0)*+2(0)+C=1 = C=1luego
f(x):%wzl-i-fzx%—l.

Ejemplo 3. Halla f(z) suponiendo que f'(z) =82% -6z +3 y f(0) =

Solucién:
flz) =2z* —32° + 3z + 1.

Ejemplo 4. Halla f(z) suponiendo que f(z) =6z —2, f'(1) ==5y f(1)=3.
Solucién:
Primero obtenemos f’ integrando f”

f(z) =/(Gx——2)da:=3w2—2x+C.

Como f/(1)=-5 = 3:-1-2-14C=-5 = (C=-
Por tanto f’(z) = 322 — 2z — 6. Ahora obtendremos f integrando f’

f(:n)=/(3x2—2:v—6) dr=2—22 -6z +C).

(Ponemos C) para representar la constante de integracién porque hemos uticilizado C
antes y asi evitar la confusién que resultaria de asignar a C dos valores distintos en un
mismo problema).
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4.1.

FUNCION PRIMITIVA E INTEGRAL INDEFINIDA.

Como f(1)=3 = 1-1-6+C;=3 = (; =09, luego

Significado geométrico de la integral indefi-

f@)=2 -2 -6z +9.

nida. La integral indefinida es un conjunto (fami-

lia) de curvas, cada una de las cuales se obtiene

mediante el desplazamiento de una curva parale-

lamente a si misma, hacia arriba o hacia abajo, es x
decir, a lo largo del eje OY.

Cuestioén.

(Toda f(z) tiene funcién primitiva y, por consiguiente, integral indefinida?

La respuesta es negativa, toda funcién f(x) no tiene funcién primitiva. Sin embargo
vamos a sefalar el siguiente teorema sin su demostracion.

Teorema 4.2 Toda funcidn f(x) continua en el intervalo [a,b], tiene una funcién primi-
tiva y por tanto, una integral indefinida.

Deducciones de la definicién de integral indefinida:

1.

La derivada de la integral indefinida es igual al integrando, es decir, si
F'(z) = f(z) entonces

([iwa) =F@+0y-Fo - 1@ (42)

Esta igualdad significa que la derivada de una primitiva cualquiera es igual al inte-
grando.

La diferencial de una integral indefinida es igual al elemento de integra-
cién.

d [/f(x) dz} =d[F(z)+C| = F'(z)dz = f(z)dz. (4.3)

La integral indefinida de la diferencial de una funcién es igual a la suma
de esta funcién y de una constante arbitraria.

/ dF(z) = / F(z)de = / f(z)dz = F(z) + C. (4.4)
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Propiedades de la integral indefinida

)

La integral indefinida de la suma algebraica de dos o més funciones es igual a la
suma de las integrales indefinidas de cada funcién.

/ i) + fole)) dz = / fi(z)dz + / fola) dz. (4.5)
Por (4.4)
. / 1) + fola)] dz = fi(2) + Fo(a).

Por (4.2)

. [/fl(:c)dx+/f2(x) dx},= [/fl(:v)d:c],-!- [/fg(x)dz],=f1(x)+f2(x).

Luego , N
[ [ @)+ i) dz] =[[ parto+ [ ateras]

Por tanto, toda funcién-del primer miembro de (4.5) se diferencia de toda funcion
del segundo miembro de (4.5) en una constante, y (4.5) tiene precisamente este
significado.

Un factor constante se puede sacar fuera del signo de integral.

/af(;r) dr =« /f(z)dx. (4.6)

Para demostrar (4.6) vamos a derivar ambos miembros

. Uaf(z)dx]':af(x).
. [a/f(:r)dx},=a [/f(:r)d:c},=af(a:).

Luego ) )
[/af(:c)dm] =a [/f(z) dx}

y ahora el razonamiento es andlogo al de la propiedad anterior.
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Ejemplos.
1) /(2x2~35enx+5\/5) dz:/stdr—/Ssen:cda:—f-/S\/de:
1
3 1 1 4 x§+1
=2 [ z°de—3 senxdz+5/x2d:c=2~zx —3(—cosx)+51—1+C=
2

1
= §x4+3cosx+}39x%+0.

2) /(—f—x +x\/_) dz =3 /w_%dx+%/x_%dx+/x%d:r=
4
+

3 2
_353

dz )
3) /I+3—ln\x+3|+C.
1
4) /cos?zdzz?sen7$+c.

Reglas de integraciéon

) Si /f () +C  entonces /f(aa:) dr = -Cle(aa:) +C.

) Si /f () +C  entonces /f(z +b)de=F(z+b)+C.

) Si /f = F(z)+C entonces /f(ax +b)dz = %F(a:c +b)+C.
Ejemplos.

b 1
1) / (a+ b$3)2 dz = / (a® + 2abz® + b*2®) dz = o’z + %1‘4 + 7b2x7 +C.

1 2
2) / 2pz dzr = /('_)px)f de = (2;1))%—3— +C= §a:x/2px +C.
2

(2 +1)(z? - 2)

3

4) Haced vosotros: /
72
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4.2 Integrales inmediatas.

Comenzamos con una breve tabla de integrales con la finalidad de revisién y de disponer
de una referencia utilizable.

1) /ada:=ax+C,

1
) n — n+l+
)/a: dx n+lx C, n#1,
3)/%=loglx|+0,

4) /exdx=ez+C,

5) /p’” dr = lfgxp +C,

6) /logxdx =zlogz—z+C,

7 /cosmdm=senz+0, A

8) /senxdx =—cosz + C,

9) /seczxdx =tgz+ C,

10) /cosecg.fr da; = —cotgz + C,

11) /secx tgxdr =secx + C,

12) / cosecz cotz dz = —cosecz + C,
13) /tgzdz =log|secz| + C,

14) /cotg;r dr = log|senz| + C,

15) /secacdx =log|secz +tgz| + C,
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16) /cosecx dz = log |cosecz — cotgz| + C,
dz
17 ——— =arcsenz + C,
) / V1-—1z2
dz
18 —_— = ,
) /1+$2 arc tgr + C,
19) /arcsenzdat =zarcsenz +v1—1224C,
1 2
20) [ arctgz dr = zarctgz — 5 log (1+2%) +C,

dz 1
21 —_— ==
)/xQ—l 2log

Solamente la férmula 21 es nueva. Para deducirla observemos que
1 1/ 1 1
22-1" 2\z-1 z+1/°
Tendremos entonces
dx 1 dz 1 dx 1 1
— = _- [ == __Z — 1] — =log]| 1 =
/x2—1 2/9;—1 2/x+1 ploglz =1 = gloglze+1[+C

z—1
r+1

r—1
z+1

+e

1
)
3 %8

e

4.3 Integracién por cambio de variable o sustitucion.

Supongamos que es preciso hallar f f(z)dz y no sabemos obtener inmediatamente la
funcién primitiva de f(z). Se hace un cambio de variable tomando z = ¢(t) donde ¢(t)
es una funcién continua lo mismo que su derivada y tiene funcién inversa.
Entonces

dz = ¢'(t) dt

/ f(z) dz = / £ (o(t)) &'(8) dt (47)

Una vez calculada la integral (4.7), t se sustituye por la expresién en funcién de z.

Observacién. A veces es preferible plantear el cambio de variable en la forma t = ¥(z).
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Ejemplo 1.

(hemos hecho senz = t).

Ejemplo 2.

2r—1 dt 9

(hemos hecho 22 —z+ 5 =1).
Ejemplo 3.

1 [ 2
/va—bxdz=—/\/z%=—g /tidt=—%§3—+C=—2— (a—bz)*+C
2

(hemos hecho a — bz = t).

Ejemplo 4.

/ dzx :/. dz _/ dz __/ at
VaZ=z? fa2 (1 - ) a\/l—(§)2 VIi—t2
=arcsent+ C =arcsen-:£+0

a

(hemos hecho g— =1).

3
/dez/ﬁdt:%t“—k(]:

z

Ejemplo 5.
1
i (Inz)* +C
(hemos hecho Inz = t).

Ejemplo 6.

zdzx 1 dt 1 1
== = —arct == 2
/1+$4 3 /1+t2 5 arc gt +C 2arctg:t +C

(hemos hecho t = z?2).

La integracién por sustitucién es uno de los métodos més importantes para el calculo
de integrales indefinidas. El éxito de la integracién depende fundamentalemente de la
habilidad en elegir la sustitucién adecuada de variables. Asi se simplifica la integral dada.
Por esto, el estudio de los métodos de integracién se reduce, en esencia, a la determinacién
de la sustitucién mdas conveniente.
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4.3. INTEGRACION POR CAMBIO DE VARIABLE O SUSTITUCION.

Sustituciones trigonométricas
1) Si la integral contiene el radical v/a? — z2? generalmente se hace

T =asent de donde va? — 2 = g cost.

2) Si la integral contiene el radical v/z2 — a? generalmente se hace

T =asect de donde V2 —a? =atgt.

3) Si la integral contiene el radical v/z2 + a? generalmente se hace

T =atgt de donde Va2 +a? = a sect.

Nota. Hay que advertir, que las sustituciones trigonométricas no son siempre las méas
convenientes.

Ejercicio.

Calcula las siguientes integrales:

dz 1 V2
a) /m Sol.: Earccos (7> +C;

dx il
b) ez+1 SO]. ln <e$+1)7

o . 1 9 8

zdz 2

- 12 -2 1 ;
a) — Sol 3\/(:v+ ) Vz+1+C;
e) o’ dz Sol.: 4 COS arcsen =z + l [cos arcsen i} ’ ;
Vi-= % v2'3 val [
g [, Sol: = (arcsena)” +C;

Sol.: arcsecz + C;

S

Loer e+2
h) /0 ez+2d:v‘ Sol.: ln( 3 )
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CAPITULO 4. TECNICAS DE INTEGRACION.

4.4 Integracién por partes.
Comenzamos con la férmula de la derivada del producto de dos funciones
(f-9) (z) = fla) - '(z) + fz) 9(z).

Integrando ambos miembros tenemos

[ @a= [ 1@ d@az+ [ 1@

Como sabemos que

/(f-g>'(w)dx=(f~9)(:c)+0=f(fc)'g(w>+0

tenemos

/ f(2) ¢ @) dz + / (@) g(x)dr = f(z) - g(z) + C

/ f(2)g(a) dz = / £(2) glz) do + C.

Como el célculo de [ f/(z) g(x) dx originard su propia constante arbitraria, no hay razén
para conservar la constante C; podemos en consecuencia suprimirla y escribir

/ F@) g (2)de = F(z)g(z) / f'(@) o(z) da. (48)

Esta férmula llamada férmula de integracién por partes, nos permite hallar la inte-
gral [ f(z) ¢'(z)dz calculando [ f'(x)g(z)dz en su lugar.

Es, naturalmente, de utilidad préctica solamente si la segunda integral es més facil de
calcular que la primera.

y por tanto

En la prictica normalmente se hace
u= f(z) du = f'(z)dz
dv=g(z)dx v =g(z)

la férmula de integracién por partes se escribe entonces

/udvzuv—/vdu. (4.9)

El éxito que se tenga mediante la utilizacién de esta férmula depende de la eleccion de u

y dv de manera que | vdu sea més sencilla de calcular que / udv.
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4.4. INTEGRACION POR PARTES.

Ejemplo 1. Calcula /Iem dz.

Solucién:
u=e" — du=e"dzx
1
dv=zdzx — 'u=§x2

integrando por partes

1 1
/xe”’”dz=/udv=uv—/wdu=3x2e2—§ /xze’d:v

esta es una integral mas complicada que la que tenfamos. Luego no hemos hecho buena
eleccidn.
Hagamos otra sustitucién

U=z — du = dzx

dv = e dv — v=e"

/:rezdm=/udv=uv—/vdu=xe’”—/emdm=xez—e‘+C.

Ejemplo 2. Calcula /lnxdx.-

Solucién:
1
u=Inzx — du= —dzx
z
dv =dx — v=2

/lna:dxz/udv:uv—/vdu:m1nx—/x%dm=mlnx—/dax=z1nx—x+C.

z

ze
Ejemplo 3. Calcula/ 5 dz
(z+1)
Solucién:
La dificultad consiste de nuevo en la eleccién de uw y dv. Tras varios intentos fallidos
encontramos que la descomposicidén conveniente es:

u=uzxe” — du=(ze+e*)dr=(z+1)e°dr
1
dvz%dz — v=——
(z+1) z+1
luego
z Z
/ ik 2d;v::/udv==u'u—/vdu=—xe +/ezdx=
(z+1) z+1
T P T T T
R Lot XLk S S S
z+1 z+1 z+1
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1
Ejemplo 4. Evalua / 2% e d.
0

Solucién:

Calculemos primero la integral indefinida [ z? €® dz; hacemos
u =z — du=2zxdz

z

dv = e dzx — v=¢

/2xe”d:c=2xez—/26”dx=2xex—261+0

/wze”dac——-/udv=uv—/vdu=:cge“—/2:re“‘dx.

Calculemos ahora la integral de la derecha de nuevo por partes

u=2zx — du = 2dz
dv = e*dz — v=c¢€"
luego
/mgezdac=xze"—2$ez+261+0.
Entonces

1
/ z’e"dz = [z%" — 2ze” + 2(33”](1J =(e—2+2)—2=¢e—-2.
0

Ejemplo 5. Calcula fx arcsenx dz.

Solucién:
u = arcse d de
= nx —_ v =
V1-—a?
1
dv =z dzx — v = —2—x2

1 sen’t

/ csenz dz ! 2arcs 1/ 2’ d ! Zarcsen cos tdt
rarcsenzdr = =% enr—— | ———=dz = =z arcsenz——= | ————= =
2 2/ V1—22 2 2/ 1 —sen?t

1 1 [sen®tcost 1 1z sen2z
=§x2arcsen:c—-§/—mt——dt=§x2arcsenx—§ [5— 1 }4—0

(hemos hecho el cambio x = sent).

Ejercicio.
Calcula:
1
a) /idx Sol: —(—z — 1)+ C;
e* ez
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4.5. INTEGRACION DE FRACCIONES RACIONALES.

d
b) / z 233 Sol.: —z cotgr + lnsenz + C;
sen?z
1, 1 1
¢) [ zsenz coszdx Sol.: 5% sen w—zz+§ sen2z + C;
Inz 1 11
a [ 24 ez —-—+C;
)/x3 x Sol 5.7 Inz 4x2+C,
e) hmdm Sol.: 2lnz+/z -4z +C
— : — 4z ;
Vz '
1 , 11
f) [ rarctgrdz Sol.: §arctgz-z —§x+§arct»g3:+0;

g) /ln(a:-i-m) dz Sol.:xln(x+m)—m+0;

h) /1n2xdx Sol: z In*z —2[z Inz — 2] + C;
i) / e dz Sol.: Ee*““g’“m-i— 1]——1— +C
(1+x2)% T2 [ \/1—12+ '

4.5 Integracion de fracciones racionales.

Por definicién, una fraccién racional es el cociente de dos polinomios. Ast,

1 22 +3 324+ 234+ 2022 +3z2 410
2-4"  zi(a?+z+1) (x~2) (22 +9)°
son todos ejemplos de fracciones racionales, mientras que no lo son
! Inz !
\/E’ b :le -

Para integrar una fraccién racional suele ser necesario volverla a escribir como la suma de
un polinomio (que puede ser idénticamente nulo) y de fracciones de la forma:

A v Br+C
(z —a) (22 + Bz +~)
donde el polinomio z% + 3z + 7 es irreducible, es decir, no se puede descomponer como
producto de dos polinomios de orden 1 con coeficientes reales.

Tales fracciones reciben el nombre de fracciones simples. En élgebra se demuestra que
toda funcién racional puede escribirse de esta forma.

Veamos los casos que se pueden presentar al hacer la descomposicién en fracciones.
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CAPITULO 4. TECNICAS DE INTEGRACION.
1. El denominador se descompone en factores lineales distintos.

. 1
Ejemplo. /mdx.

Pa 1 ! scribim ! A + B
= e =
T i G2 @r2) OO Ty T T 2T o2

reduciendo a comtin denominador e igualando los numeradores tenemos
1=A{z+2)+B(z-2).

Para hallar A y B sustituimos z por valores numéricos
1
haciendo z = 2 obtenemos 1 =44 = A= T

1
haciendo z = —2 obtenemos 1=—-4B = B = -

entonces, la descomposicién deseada es

1 1 1

2—4 4(@-2) 4(z+2)

En general, cada factor distinto (z — &) en el denominador, da lugar a un término
de la forma

A
e
Pues bien
dz 1 1 1 1
1 r—2
4 . x+21+c

2. El denominador tiene un factor lineal repetido.

222 +3

Ejemplo. /md%

Escribimos

de 1o cual se deduce

22°+3=A(@-1)2?+Bz(z-1)+Cz.
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4.5. INTEGRACION DE FRACCIONES RACIONALES.

Para determinar los tres coeficientes A4, B, C necesitamos sustituir z por tres valores
numéricos. Escogemos 0y 1 dado que para esos valores, varios términos del segundo
miembro se eliminan. Como tercer valor de z vale cualquier otro niimero; para que
el célculo aritmético sea més sencillo escogemos el valor 2.

haciendo z = 0 obtenemos A = 3,

haciendo z = 1 obtenemos C = 5,
haciendo z = 2 obtenemos 11=A+2B+2C = B=-1.
Por tanto
22243 3 1 5
z(z —1)2 =z zoaT (z —1)%

En general, cada factor de la forma (z — @) en el denominador, da lugar a una
expresién de la forma

A n Az n As o Ax
z—a (@F-a? @-a? = Z-aF

[i=me [ Gt -

5
=3n|z|-lnjz -1 - —+C.

Pues bien

z+1
3. El denominador tiene un factor cuadratico irreducible.
2z
Ej lo. [ ————r——dz.
Jemplo / D@+~

Escribimos
-2z A Bzx+C

GrD)@+1) 2417 @41

v obtenemos
—2z=A(z*+1)+ (Bz+C)(z+1).

Esta vez vamos a usar —1,0 y 1;

haciendo z = —1 obtenemos 2=24 = A=1

haciendo z = 0 obtenemos 0 =A+C = C=-1

haciendo z = 1 obtenemos -2 =2A+2B +2C = B=-1.

Luego la descomposicién es

-2z 1 z+1

(z+1)(22+1) z+1 22+1
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CAP{TULO 4. TECNICAS DE INTEGRACION.

/ —2x J _/ 1zl dr =
(a:-l-l)(x?—{-l)x— 271 2+ %7

1 z 1 1
= - | —— dr= 1] == 2 — arct .
/ 1d:c / 5 1dm / 5 ldx In|z + 1 an(r +1) —arctgz + C

En general, cada factor cuadratico irreducible z? + Bz + ~ en el denominador, da
lugar a un término de la forma

Pues bien

Az+ B
22+ 3+

/ dz
z(z?+z+1)

1 _A Bz +C

z(z2+z+1) $+x2+x+1
1=A(@*+z+ 1)+ (Bx+C)z

veamos otro ejemplo.

praz=0 1=A A=1
parraz=1 1=34A+B+C B=-1
paraz=—-1 1=A+B-C C=-1.

Entonces

/ dx / 1 z+1 / / (x+1)dzx
R —— — d — —
z(2®+z+1) z THz+1) 22+z+1

. x+1

-+ 1
Para calcular la integral / Z—I_—F— dz, observemos que
2+ +1
—1+£V1-4 —-1%£+3 -1V 1 3.
Prr+1=0 = z= 5 = 9\/_= 2\/—Z:_§i§2

luego

e (x— <—%+—%l)) (a:— (—%—?z)) =
1 V3, 1 V3.
= <I+§—~—2—Z> (J:+§+-—2—z)
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4.5. INTEGRACION DE FRACCIONES RACIONALES.

Entonces

/a:+1 d_/ e+l VB [Ft-}
(

z = 2 z 3 3
22+z+1 g+ 1) +3 2 2+

\/‘/ ft+- _\/'/ ft+1 \/5/\/§t+1

#2+1) t2+1) =3

:%{\/_/ﬁ—i-l / ; }ZE{\E%ID@?HHM“@}:

+1 3

E[r i ) B

V3

t diferenciando dz = Tdt v luego

+C

aqui hemos hecho el cambio z +

=2 (s4d).

Por tanto, para la integral original obtenemos

. dz z+1
LR R b P
z(2?+2z+1) 2+z+1

1. (4 1\* V3 2 1
—ln|:c—§ln<§ (z—LE) +1)—?arctgﬁ(m+§>+0.

4. El denominador tiene un factor cuadratico irreducible repetido.

dz
(z2 +1)*

dz 22+ 1 — 2? 2 +1 7
5 7 = 3 5 = 3 2d:1,‘— 2 zdiU:
(z2+1) (z2+1) (x2+1) (z2+1)

—/ L dx / z? dx—arctz—/z—zdx
T ) (=2+1) (z2 +1)° & (22 +1)°

Resolviendo esta nueva integral por partes

[T
e

Ejemplo 1. /

/ x* d 1 =z +1 1 iz 1 =z +1act
——dt = —= = =—= —arctg x
1) 222+1 2/ 2+1 22741 208

donde se ha usado u=:c—>du=dx,dv=—L—2-dx—>v=/L2dz:
(z2+1) (x2+1)
_1 1
2@ +1)
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CAPITULO 4. TECNICAS DE INTEGRACION.
Por tanto, el valor de la integral original es

arctgx + l__a: 1arct z+C = 1arct@x+1 A C
rc = = z :
BT 3Ll 20 e 222 +1

3
Ejemplo 2. /_a:_—!i_de
(224 2z +2)

23x+5 o= 33:—&;5 iz = 3(2—1)-1;5dz=
(z2+ 2z +2) [( ]

z+1)°+1 (2+1)
=/(322:12)2dz=/(z93—:1)2dz+/(z2i1)2 =_§2211+2/??1—)2=
——g 211+2{arctgz+;—%—%arctgz] +C=
= zzQ l+arctgz+ 1 + C = arctgz + —2_(—22_:_—212—)+C=
—arctg(ac—(—l)-i——[:())—i%%}l)—]+C=arctg(m+1)+2—[(—%:1—]+0.

En general cada factor cuadratico irreducible repetido (x* + 3x + ¥ en
el denominador da lugar a una expresién de la forma:

Az + B Ayz+ B, i Arz + By
P+Bz+y (2+Bz+9)" (224 Bz+7)

Ejemplo 3.

1 2dt 2dt

2 7 do = 2 P 2 (42 2112
(z2 +4) (412 +4) 42 (82 +1)° 8 2 +1)7°
_1/t2+1—t2dt_l[ B4l / }_
8 (@41 8 |/ @@+1)? (82 +

2
=l {arctvgt — / —t——th]
8 (2 +1)

(hemos hecho el cambio z = 2t — dz = 2dt).

Calculemos la nueva integral

t2 1t 1 1 1t 1
Y =i+ [ —dt = — s — Sarctgl
/(t2+1)2dt 2(t?+1)T2/t2+1 3P+l 2 e
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4.5. INTEGRACION DE FRACCIONES RACIONALES.

t
donde se ha usado u = t — du = dt, dv = ——t—gdt—>v=/———2dt=
(2+1) (t2+1)

1 ¢

22 +1
Por tanto la integral original queda

- §arct t+ !
g T

Deshaciendo el cambio de variable

/-1—dz—l éactm(f)_l.l— —l
(z2+ 42" 7§ |2¥%8\3 227 +1) 8

113 T z
= '8' {garctg (5) + 72 T 4:| +C.

Hay otra forma de resolver la integral original, haciendo el cambio 2 tgu = z;

Mol

S () + 1]

d 1 1 1 1
/(332—_54—)2= g/coszudu= 1—6/(1+cosZu)du=Eu+3—25enu+C=

1 1 1 T 1 T 2

16u~)—msenucosu-i- 16ar0t°2+16( x2+4) ( x2+4)
1 z 1 x

= —arctg—+ = | —— C.
16705 g (x2+4)+
En general, las integrales del tipo / (2£i+—x2) pueden calcularse haciendo
T )"

el cambio de variable a tgu = z.
5. Si el grado del numerador es mayor o igual que el denominador.

Se hace primero la divisién y aparece un polinomio (de integracién inmediata) mds
una integral de los tipos anteriores.

Ejercicio.

Resuelve las siguientes integrales:

z? =1 1

a) /—$4_1d$ Sol.: z +1In ¢ Y —§arctgz+C
dz 111 2z —1\° V3 2z — 1

_ l: = {—=1 1| + —arctg ———
b)_/x4+3:2+1 So Qii 2n|:< \/’3;) + +3a‘rc0 \/§+
1 2z +1\° V3 2z +1

+=In = +1| + —arct
2 [( V3 ) } 3 873
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>/x4—6:c3+12$2+6 81'12" g 1 Le

“6i+ 120 -8 T T w22 Y
+z+1 1 0
dz 1. |4 1\? 1
—— i —=In |= — = _Z

e) /x3+1 Sol QHL (;c 2) }—F\/garctg\/_(x 2>+C'

4.6 Integracién de fracciones irracionales.

Las integrales de fracciones irracionales son del tipo

P21 I
/R g (BEFE0NT famztbye
azr+d oz +di

Generalmente se resuelven haciendo el cambio

azx + bl _
axr+ d]

ts

siendo s el minimo comun multiplo de g1, ¢3 .. .
/ 3/
Ejemplo 1. Calcula/m—+l:—m—de
vz +1
Solucién:
En este caso el cambio adecuado es z+1 =5, que nos da dz = 68°dt y t = Yz + 1.
Entonces

o dt =

@__W /\/_ \/—thdt_G/t“”t—stz

:6/t5—t4dt=t6—gt5+0=(m+1)-%<’/(z+1)5+c.

vr+1+2
(z+1)2—+vz+1

Ejemplo 2. Calcula / .

Solucién:
Ahora realizamos el cambio x + 1 = t%; por tanto dz = 2t dt, luego
Vr+1+2 dr {t + 2)2tdt 2/t> dt—2/ t+2
(z+1)2—vz+1 t—t T t8-1 -1 +t+1)
Descomponiendo el integrando en fracciones

i+2 A + Bt+C
-1 +t+1) t—1 2+t+1

dt.
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t+2=A(+t+1)+(Bt+C)(t—1)

0=A+B
1=A+B+C A=3 B=-3 C=1
2=A-C

luego

1 —
/———V“HZ dr =2 3/ dt+/ LI
(—12-vz+1 t—1 24+t+1

—-3t+1
= -1 -
2{31n|t l+/t2+t+1dt]

la integral nueva que aparece es de las que hemos visto anteriormente. Una vez resuelta
se deshace el cambio, t = /z + 1. (Acabadlo vosotros).

d
Ejemplo 3. Calcula /W——x\a/i
Solucién:
En este caso el cambio adecuado es z = t®, que nos da dz = 6t%dt,

/ dr _/‘ 6t5dt _6 todt _6/ t gt =
Ve+ ¥z ) Vs+de ) B+ ) tv1

1 1, 1,
j— 2_ —_— —_— =3 _3__2 —_ | =
~6[/@ t+1)dt /H_ldt} 6{3t st T ln)t+1|]+0

=2z —-3Yzr+6¢z—6In|Vz+1|+C.

4.6.1 Diferenciales binomias.

Se llama binomio diferencial a la expresién: z™ (a + bz™)? dz donde m, n, p, a, b son cons-
tantes.

La integral del binomio diferencial / 2™ (a + bz)? dz puede ser transformada, si m,n,p

son numeros racionales, en una integral de una funcién racional.

Se pueden presentar los siguientes casos:

e que p sea uUn numero entero o cero.

e que sea un numero entero o cero.

+n

® que + p sea un numero entero o Cero.
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L . . 1 1 1
En todos ellos se hace inicialmente el cambio de variable z = z7, dz = — z7 ' dz, entonces
n

donde ¢ =

/.’Em (a+bz™) doe = /z%(a+bz)plz%_ldz =
n
-1 /ﬁﬂ—l(wbv)f’dz: 1 /zq (a+b2)Pdz
- z - z

1
_”Z+__1,

. . T
e Si p es entero, como g es racional le llamamos -, entonces
s

1 r
- 2%(a + bz)P dz se convierte en / R (25, z) dz que puede ser transformada en

la integral de una funcién racional por el cambio z = ¢°.

Ejemplo. Calcula / ——L
Va? (1 + \3/?)

Solucién:

wlo
TN
—
+
]
Wiy
—
-
I8
]

/?@—(fx;ﬁ):/f

aqui son

por tanto el cambio es

Bl=
3

r=2zn - T =2 —

Luego la integral nos queda

3
5 /z—%(1+z>-1dz=%/t—1(1+t2)-‘2tdt.

r
En este caso, ¢ = —= = — por lo tanto el cambioes 2 =t°* — z = 2 — dz =2tdt.

Volviendo a la integral

dt )
3/1—!—752 =3arctgt + C =3arctgy/z + C = 3arctgz® + C.

m+1 m+1

Si es entero, entonces ¢ = —— — 1 también es entero, p es racional

. 1
por lo que podemos poner p = —, transforméndose la integral — / z%{a+bz)fdz
7 n.
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en una de la forma / R (3‘1, (a+ bz)%) dz que puede transformarse en la integral

de una funcién racional haciendo el cambio

a+bz=t"

3
. T
Ejemplo. Calcula /ﬁdz

Solucidn:

3
/\/%dx=/w3(l—m2)_%dx
-z

1 1
m=3, n=2, p:_§7 T =

2,

1
n

T=zn, T=2z

=

dz

n
1

de ==z
—_ T 2

%/z(l—z)‘%dzz%/(l—tz)t‘l(—z)tdtz—/(1—t2)dt

1
p=-5 = © =2 porlotanto el cambio es 1—z=1> — dz = —2tdt.

Continuando con la integracién

3 / — )3 /(1 — 22)3
—t+%+c=—m+(1—3)—+0=—\/1—x2+——£3—“+0

1
.Sim+

m+1 L
+ p es entero, entonces — 14 p = g+ p también es entero, trans-

L p p
forméndose la integral en /zq (a+b2)Pdz = /zq“’ (%) dz donde ¢+ p es

k
ko . . a+bz\»
enteroy p = — racional. La integral obtenida es de la forma / R z, ( ) ) dz
P z
que se puede convertir en una racional con el cambio de variable

a+ bz e

>
Z

d
Ejemplo. Calcula . —

Solucién:

2(1+2? ~3dz

/zg\/(?iw:/x_

205



CAP{TULO 4. TECNICAS DE INTEGRACION.

3 1
m=-2, n=2, p=-—z T—ni-+p——_,
2 n
1 1 1 _:
=27 — =22 de=_-z"2dz
T T — dz 5 2
1 142\7% 1 1+2\7¢
3 3_3 +z z
- —2(1 - =— [ zT272 dz = 273 dz
/22(+z)2dz 2/22(2> 2/ (z)
3
= —— — :2
p 5 P
1+=z 9 —2t
P — 1+z=2zt o —z—»dzz(tz_l)gdt
Por tanto

—/(t2—1)t'2dt=— t"t ——/(1—%>dt——t—%+c—
\/ﬂ‘z F \/—— \/_ 1—@2 z

-~ _+cC
V14 22

4.6.2 Sustituciones de Euler.

Sirven para resolver integrales de la forma

/R :c2+bw+C’)d
Existen tres posibles sustituciones:
esia>0 — Vaerl+bz+c=FVar+t;
esic>0 — VaztbzHc=ztx /g

csartbatema@-a@-p) — vaETmTe={ (13

o'y [ reales.

dz
Ejemplo 1. Calcula
Jemp / vzl —z+3

Solucién:

En este caso a = 1 > 0, luego hacemos V22 — z + 3 = z + t; elevando al cuadrado ambos
miembros

2—z4+3=(z+t)=a*+2zt+¢* = 2ot+r=3—1 =
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4.6. INTEGRACION DE FRACCIONES IRRACIONALES.

3t (—2%% - 2¢ —6)
T = ————e
2t+1 (2t+1)°

—22-9t6 —2(£+¢+3)
Tren? gt = (1+2t)
\/$2——$+ 3=t2 3 £ +t) T =) (3-—t2+t+2t'-’)

1+2z T+t 20

2 +t+3 1 dt
_2/(3—t2)(3+t+t2)dtz—z/(i’)—t?)dt:—Q/(\/_—t YA

V3- VT —zi3+s
=g (Vi) - 5 (m A e]) s 0= YR TR

= z(2+1)=3-t® = =z

Il

luego

1+2t

. dx
(l+z)Val ¥z +1

Ejemplo 2. Ca.lcula/

Solucién:
Ahora ¢ =1 > 0, luego hacemos el cambio vz2 + 1+ 1 =zt + 1 y elevando al cuadrado
rz+l=2+2zt+1 = z(e+l)=z (z?+2¢) = z+l=zt24+2t =
2t —1 2¢2 - 2¢ +2
z—zt?=2¢t-1 = x(l—t2)=2t—l = Ir=— = da:-—--————-:—-
. 1—1¢2 (1—12)
luego

2t2—2t4-2

/ dz _/ a3’ dt—/ 2t2 — 2t + 2 it —
A+aWZ+a+1 ) Q+EN)(EL-t+1) ) (-2+2a)(@—-t+1)

2 9 Vziiztl-1
= ——dt= | ———dt =1 — 92 — = n— g
,/—t2+‘2td /t(Z—t)dt nlt|—nj2—¢+C an_m_l +C

z

Ejemplo 3. Calcula /\/233 —z?dx.

Solucién:
La descomposicién del radicando es 2z — z% = z (2 — z). Si consideremos la raiz z = 0 el
cambio a realizar es
2 —4t
V2z—z2=tz — 2z-2'=#2" — z1=——n — dr=-—dt

241 (2 +1)°

luego

—4t 2t —4t —812
v2:c—:c‘2dx=/tx—dt=/ dt:/ dt = ...
/ (2 +1)° 2+ 12 +1)° (1+12)°

Ejercicio.

20 — 8 dz
V1i—z— 12

Calcula la integral
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CAP{TULO 4. TECNICAS DE INTEGRACION.
4.7 Integracién de funciones trigonométricas.

1. Integrales de la forma [sen™z cos” zdz con m 6 n impar.
e supongamos que n es impar
Si n = 1 la integral se reduce a

1

—— sen™ !z + C. (4.10)

/senm z coszdr =

Si n > 1 escribimos
cos"z = cos" 'z cosx

2

como n — 1 es par, cos” ! z cosz puede expresarse en potencias de sen*z sustitu-

yendo cos?z = 1 — sen?z, la integral toma la forma
/ (suma de potencias de senz) cosx dz

que puede descomponerse en integrales de la forma (4.10).
e de igual forma, si m es impar escribimos

sen™z =sen™ 'z senx

2 2

y utilizamos la sustitucién sen®z = 1 — cos” .

Ejemplo 1.

5 2
/senQ:c cos®xdr = /sen2$ cos* zcoszdr = /senzx (1 — sen? ) cosxdx =

= / (sen’z —2 sen' z + sen® z) coszdr =

2
=/sen“a: coszdr —2 /sen‘*z cosxdac+/sen6x coszdr =

2 1 -
=3 sensz—g sensx—f—? sen’ z + C.

Ejemplo 2.
/senszd$=/sen4:r sena:ala::/(l—cos23:)2 senzdz =
=/(1—2coszx+cos4a:) senzdr =
=/sen:vdx—2 /coszx senxd:c-l—/cos“x senxdr =

3

2 1 5
= —coSZ + = cos :t—gcos z+C.

3
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4.7. INTEGRACION DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS.
2. Integrales de la forma [ sen™z cos™ z dz con m y n ambos pares.

Se utilizan las férmulas para el d4ngulo doble

1 2
sen cosxziserﬁa; sen‘x =

1 1
3 500321, cosgm:§+§cos2:c‘

Ejemplo 1.

2 1 1 1 1
/sen2x cosQIdx:/(senx cosz)” dx=z /sen22m= 7 /(5 ——2-00543:) dr =

1 1 1 1
——8-/dw—g/cos4md:r—§x—ﬁsen4m+c.

Ejemplo 2.
1 1 1
/sen4a: cos? zdr = /(senz cosz)’ senzdr = /Z sen?2zx (5 - 5cos?z> dz =

1 1
=§ /sen22xd$—§/sen22x cos2zxdx =

1 11 1 2
_§/(§—-§cos4x) da:—g /sen 2z cos2xdr =

1 1 1
—Téx—ézsenélz—zgsen 2z +C.

Ejemplo 3.

s o 1 ) 1 /1 1 171 1/

2 2, _ 1 N N =-|z _ 2tdt| =
/a:senrdx 2/‘sen tdt 5 5 2c052t dt 513 dt 2 cos

1|1 1 1 1 1 1
=§[§t—zsen2t]+C=Zt—§sen2t+C=Z$2—§sen2x2+C’.

(se ha hecho el cambio 7% = t).

3. Integrales de la forma fsenp:z: sengzdz, [senpz cosgzdz,
[ cospz cosqzdz.

Usando las siguientes férmulas trigonométricas:

A+ B A-B 1

sen ——— cos —— =3 [sen A + sen B]
A+ B A-B 1

€S —5— COs —— =5 [cos A + cos B]
A+ B A-B 1

sen _; sen—s— =75 [cos B — cos A]

209



CAP{TULO 4. TECNICAS DE INTEGRACI ON.

se pasa de la forma producto de senos v cosenos a la forma suma de senos y cosenos.
Ejemplo 1.
/sen3xcos5xdm = /% [sen8z + sen(—2z)] dz =
1 1 1 1
=3 /sen8xdx+ 3 /sen(—2$)dm T cos8z + i cos2z +C,
aquf se ha utilizado la primera férmula trigonométrica con

A+B=3z A+B=6z A=8z
A-B=5z A-B=10z B=-2zx.

Ejemplo 2.

/cos(ax+b) cos(a:c—b)dx=/% [cos2az + cos2b] dz =

1 _ 1 1 1
—-5/cos2aa:dac+—2-/cos2bd:c—ﬁsen(2ax)+§ cos(2b) -z +C,
M— +5
7 A+B=2az+2b A=2az
A-B A—B=2az—-2b B=2b.
—2—=a$—b

Ejemplo 3.

1
/senwt -sen(wt+ @) dt = /5 [cos(—yp) — cos(2wt + )] dt =

1 1

=—cosc,9/dt—— /cos(?wt—f—«p)dtzzcos¢—isen(2wt+f,9)+c,
2 2 2 4w
A+ B
T —wt

2 A+B=2wt - A=2wit+y

A—B A-—B=2wt+2p B=—¢.
TS =uwite

4. Integrales de la forma [tg"zdz, [cotg"zdz.

o Para integrar tg"” = hacemos

tghx =tg" 2z tg?r = (tg"2z) (sec’z —1) = tg" 2z sectz — tg" 2 2.

e Para integrar cotg” = hacemos

—_ —_ 2 —_ -
cotg® 7 = cotg™ > z cotg® z = cotg™ >z (cosec’ z — 2) = cotg” 2 g cosec® z—cotg™ 2 z.
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4.7. INTEGRACION DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS.
Ejemplo.

/tg6xd;c=/(tg4x sec’ z — tg' z) dr:/(tg4x sec’z —tg?z sec’z + tg’z) dz =

:/(tg4x sec’z —tg?z sec’z +sec’z — 1) dz =

=/tg4x seczzdx—/tgzx seczzdz-!-/sechdx—/d:c:

!
5
5. Integrales de la forma [sec”zdz, [ cosec”z dz.

tgsx—%tg3x+tga:—z+c.

e Para las potencias pares escribimos

2 n=2

sec”z =sec" 2z sec’z = (tg?z +1) 7 sec’z

<

2 252 2

cosec™ z = cosec™ 2z cosec’ z = (cotg’z +1) 7 cosec? z.

Ejemplo.
/sec4xdm = /seczgy sec’rdr = / (tg°z + 1) sec’ zdz =

1
=/tg2$ sec2xdz+/seczxda:=§tg3x+tgm+C‘

e Para las potencias impares se puede integrar por partes:

* para sec”z se hace el cambio u = sec” ?z, dv = sec’ zdz y cuando aparece
tg? z se usa la identidad tg?z = sec’z — 1.

*% para cosec” z se opera de la misma forma.
Ejemplo. Calcula / sec® z dz.

Solucién:
u=secx — du=secxtgxdr

dv=sec’zdr — v=/seczzdx:tgac

luego

/sec3:cdx=/secz sec? zdx = secz tgx—/tg2$ secx dr =
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CAPITULO 4. TECNICAS DE INTEGRACION.
=secz tgz — / (sec’z — 1) secxdr =

=seczr tgz—/sechdI—t-/secxdx:secx tg:c—/secsa:dr—i-ln[secx-i-tgx\.
Por tanto
2 [ sec®zdr =secz tgx +1Inlsecz +tgz|+C =

1
/secszvd:c =3 [secz tgz + Insecx + tgz|] + C.

6. Integrales de la forma [tg™z sec” zdx, [ cotg™x cosec™ z dx.
e Sin es par escribimos

tg™ z = sec” & = tg™ x sec" 2z sec’ ¥

y expresamos sec” 2z en funcién de tg? x usando la férmula

sec’z = tglz + 1.

Ejemplo.

/tg53: sec4xdx=/tg5a: sec’z sec’rdr = /tgsx (tgz+ 1) sec’zdz =

- 1 1
=/tg’xsec2zda:+/tg5x sec2mdx=§tg8z+6tg6z+c.

e Cuando n y m son ambos impares escribimos
tg™x sec” z = tg™ ' x sec” ' T secT tgx

2

y expresamos tg” ! z en funcién de sec’ x usando la férmula

2

2
tg“z =sec"r — 1.

Ejemplo.

/tg5x sec3zd:r=/tg4x sec’ set::vtgacdz:/(secQ:c—l)2 sec’z secz tgzdr =

1 2 1
=/(sec62:—2 sec' z secQJ:) sec tg:rdct::? sec7w—g sec's‘a:—i—g sec’z + C.
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4.8. INTEGRALES RACIONALES DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS.

e Sin es impar y m es par podemos expresar el producto en términos de secz e
integrar por partes.

Ejemplo.
/tgzx secrdr = / (sec?z — 1) seczdr = / (sec®z —secz) dz =
= /sec3zdz — /seca:d:c
en un ejemplo anterior vimos que

1 1
/secsccdx =g secTtgT 4o In|secz + tgz| + C

/secxdx =Inlsecz +tgz|+C

luego

1 1
/tgzx secxdr = 5 secT tgx — 3 In|secz +tgz| + C.

Se trabaja de manera andloga con integrales de la forma cotg™ x cosec™ .

4.8 Integrales racionales de funciones trigonométricas.

o Todas las integrales racionales de funciones trigonométricas se pueden hacer con el

cambio
X z 2dt
tg5=t — §=arctgt — 1 =2arctgt = dx:1+t2
2senz cosx Zsenz cosg 2tgz
sen2z =2 senz cosT = —; = senZ;OS%COSQI =17 tg?
Sen“ r + cos“x oty +tg°x
2tg3 2t
seng=-——-—s5= = senr=_—_
1+tg%% 1+t
) 5 cosz —sen?z o’z g yn2,
cos2z = cos“T —sen“z = =— — = ~
COSZI+SGI]21' cos2:r+senzz 1+tg..1.
COs* T cos“ T
l—tg“z”— 1—¢2
COST = ——5= = COST = 3
1+1tg2 1+t

Ejemplo 1.

dz :/ e - —=1n|t|+C=1n’tg£‘+C.
senx < t 2

T+t
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CAP{TULO 4. TECNICAS DE INTEGRACI ON.
Ejemplo 2.

/ _/Tzf%_/dt_QE/dt+l/dt_
cosz J EET T/ 1-2 T[2) 1+t 1—t

2

1+t

=ln|1+z§|—1n|1—t|—i—C'=lnll-t1 :

Ejemplo 3.

/ dz _/ e _/ 2dt B
1+senz +cosz J 1+ =2~ [ T2 42t+t+1—22

T+ 1T

2dt dt z
= —_— —_— = 1 g — .
/2t+2 S =l +C = 1n11+t02!+c

e Casos particulares:

a) Si el integrando es impar en el cosz (al cambiar cosz por —cosz en la
integral, ésta cambia de signo), entonces se hace el cambio.

senx =t cosxdx = dt.
Ejemplo 1.
CoS T d  1t7° 11 1 1
dr= | 2 =2l o 4 (C=—t——
/4sen4x ’ /4t4 4-3 12t3+ 12sen®z
Ejemplo 2.

/ sen’z £ dt [ #dt t2dt
cosz ) cosfzcosz [ costz ) (1—t2)°
ya conocida.

b) Si el integrando es impar en senz se hace el cambio cosx = t y queda del
tipo de las anteriores.

¢) Si el integrando es par en senz y cosz, es decir R((—senz),(—cosz)) =
R((sen z,cos z) entonces se hace el cambio

t t tgt = d ——dt
X = T = arc X =

& arcts 1+t
sen’z  coslz 1 te?r o 1 LI 1

= = d = = ————
cosz cos?z cosiz & cos? 1+tg’z

c 1
osx =
1+ t2
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4.9. FUNCIONES HIPERBOLICAS.

t SnT senz = tgx cosecr = tgx !
T = — = = —
8 CcoST & & V1+ilz

t2
1+t2

senx =

Ejemplo 1.
ViZ

4 sen ac 1¢t2 THe
dt =
/ cosdz / / 3 1+t — Ll
1+t2

(1+t2)V1+¢

=4/tdt=2t2+C=2tg2x+C.

Ejemplo 2.

/ e dt _/ dt B
Vsenzcosz 1 —— B
G+ Vie weyee T 0w

thdt =2t + C = 2vtgz + C.
/1+t2-4% / /

(14¢2)

dx

Ejemplo 3. Calcula /Q—Z—'
sen®z cos*

Solucién:
Esta integral es par en seno y coseno.

tgx =t, x=arctgt, dr=

[ 1 [ t2
= —_— Senxr = o a——
14+ ¢2° 1+ ¢2

/ dz =/ dt :/(1+t2) &t _/t4+2t2+1dt=
sen?z cost z (1+2) - #)2 12 12

1+t2 (

1 Al -3 1 1
= [ 2dt+2 [ dt Zdt=—+2%——+C = =tg°c + gz — C
/ + / +/t2 3 + 2t 3 + 3tg T+ 2tgx 3tg3a:+

4.9 Funciones hiperbdlicas.
shz =

(eF—e7®) P

chz =

[NCR I Nl e

()
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CAPITULO 4. TECNICAS DE INTEGRACION.

Para resolver las integrales donde aparecen dichas funciones, se ponen en funcién de la
exponencial y se aplican métodos anteriores.

Recordemos algunas férmulas:
ch’z —sh’z =1,

sh(a+b) =shachb+chashb,
ch(a +b) =chachb+shashb,
sh2x =2shzchz,
ch2z = ch?z +sh’z.

4.10 Meétodo de Hermite.

Este método es ttil cuando el polinomio del denominador tiene raices complejas multiples.
Cuando el denominador tiene raices complejas multiples escribimos:

F(z)  dz

R(z) d [¥(z) A B Mz+ N
EEE) I I 224

El denominador ¢(z) serd un polinomio que tiene por raices las de F'(z) pero una unidad
menos en la multiplicidad, v el numerador ¥(z) es un polinomio sin determinar de grado
inferior una unidad al de é(z), ya que ¢(z) es el polinomio que resulta al dividir F(z) por
’ (x—a),(x—b),.“ :(x_’\/)Q-{_/Bz

Se determinan los coeficientes de v, A, B, ... , M, N, (se puede demostrar que el sistema
obtenido es determinado).

Una vez efectuada esta descomposicién, la integracién es inmediata.

e [ (5] .

=z<(2+Aln|:c—a|+Bln|$—b1+.“
Bjemplo 1. Calcula la integral de —-—>
emplo 1. Calcula la integral de ————.
Jemp . 23 (22 + 1)°
Solucién:
z? =2
Sea la fraccién —————. La queremos escribir como
22 (22 + 1)
22-2  dfad®+b2*+Cx+d] A Bz+C ()
23 (2 +1)?  do z? (2% + 1) r  z*+1l
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4.10. METODO DE HERMITE.
Operamos con el primer sumando

-dd; [(a:rs +bz? +Cz+d)z7? (2 + 1)_1] =

= (3az’+2bz+C) 2 (2% + 1)_1 + (az® +ba?+Cz+d)- (—227%) (wg + 1)_1—

-2 (2% + 1)_2 g7 (a2 + b2+ Cz +d)
Sustituyendo esta expresién en (x) y multiplicando lo obtenido por z° (z? + 1)2 queda

?—2=z(2?+1)(3az® +2bz+C) -2 (z* +1) (az® +b2* + Ca +d) -

—2a% (az® + b2 + Cx+d) + Ad? (#*+1)° + (Bz +C)z® (22 +1).

6

Igualando los términos 2%, 2%, ... ,z, 2%, queda el sistema:

A+B=0
C—a=0
2A+B-2b=0
C+a-3b=0 = quad ?
A—Ad=1 .

C=0
—2d =2

(el

Il

ol

o

Il
<O
au

fl
it

Y, sustituyendo e integrando

2 5
¢+ 2 3z+1 /5 5/ 2z
- 2dr -2 dz =
/mswn)?dx Zsn 2% m i ®

Sr+1 5
=—2"" " _45mjz|-=ln(z®*+1)+C.
22 (22 +1)° & 2 ( )
2
1
Ejemplo 2. Calcula la integral / —?—+—2dz
-1 @+2)
Solucion:
r?+1 _ d Jaz+b A +Bx+C
(z—l)(z2+2)2—dz 22+ 2 z—1 z2+2

% [(a:r +b) (2% + 2)_1] =a(z® + 2)_1 —2(az + b)z (z* + 2)_2
Multiplicando por (z — 1) (22 + 2)°

2+l1=a(z-1) (1:2-1—'2)—2(am+b)x(z—1)+A(z2+2)2+(Ba:+C)(z—1) (* +2)
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CAP{TULO 4. TECNICAS DE INTEGRACION.

Igualando coeficientes y resolviendo el sistema resultante, se obtiene que

1 2 5
= A== | =——
6 9 ¢ 36
luego
41 1z-2 2 1 5 T
T dr=—""4Znjz—1-=ln|2? + 2| - ——=arctg —=
/(x—l)(m2+2)2 122242 9 | | 9 | | 36v/2 &2

P(z)
Q(z)

Son integrables mediante funciones elementales.

Nota. Todas las funciones racionales admiten primitiva en términos elementales.
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Capitulo 5

Integrales impropias.

5.1 Definiciéon de integral impropia.

b
La integral / f(z)dz se dice impropia si
a

(1) uno de los limites de integracién o los dos se hacen infinitos 6

(2) f(z) no esté acotada en uno o méas puntos del intervalo [a, b}, puntos que se laman

singularidades de f(z).

5.2 Integrales extendidas a un intervalo infinito. (In-

tegrales de 1* especie).

Definicién. Sea f(z) acotada e integrable en un intervalo finito a < z < b. Si existe

b
[ 10

y dicho limite es finito, a éste limite se le llama integral impropia de la funcién f(z) en el

intervalo [a, o0] y se designa por
+o0

f(z)dz

a

Por tanto, segin la definicién tenemos

+°of :c—'hm/f

a b—+c0

En este caso suele decirse que la integral impropia
a
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CAPITULO 5. INTEGRALES IMPROPIAS.

Si el limite del segundo miembro de (5.1) no existe o no es finito, entonces se dice que la
+00

integral impropia (z) dz no existe o es divergente.
a

De modo anélogo se determinan las integrales impropias correspondientes a otros inter-
valos infinitos
b

b
/ f(x)dz = lim flz)dz. (5.2)
—oc0 a——=0C a
La integral del primer miembro de (5.2) es convergente o divergente, segiin que el limite
del segundo miembro exista y sea finito o no.
+00 C +o0
flz)dz =/ flz)dz + f(z)de. (5.3)
—0o0 —oC c

La igualdad (5.3) la debemos entender asf: si existen cada una de las integrales impropias
del segundo miembro, entonces existe (converge) la integral del primer miembro.

Significado geométrico de la integral impropia
+00
Sea dada la integral impropia (z) dz para f(z) > 0.
a
b
Si la integral | f(z)dz representa el 4rea de un dominio limitado por la curva y = f(z),
el eje de abscisas v las rectas z = a , = = b, es natural considerar que la integral impropia
—+0o0

f(z) dz expresa el drea del dominio infinito comprendido entre las curvas y = f(z),

a
z = ay el eje de abscisas.

y y
0| a b x Q| a x
i
Ejemplos.
T dx b dx T
1 = lim 2 — lim arctg |2 = lim arctgh= —.
) /0 1422 b—1>+00 0 1+ 2?2 b0 & |D b—+00 ° 2

2) /4 coszdr = lim | coszdr= lim [senx]f = lim [seng — sen a]

a——00 a a——0oC a——0o0

x

4
como este limite no existe, / cos z dz es divergente.

-
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5.3. INTEGRALES DE FUNCIONES NO ACOTADAS. (INTEGRALES DE 2* ESPECIE).

©  dz O dz ©  dz
Jowl+2z? [ 1422 J 1+22

(o)
d
la segunda integral es la del ejemplo 1) / —1—I—2 = g Calculemos ahora
0 -
0 0
dz . dz . 0
/_oo T~ oim, L 1+a? Jm [arctg z], =

= lim [0 - arctga] = — (“E> =g

a~—00 2

*®  dz _7r+7r__ﬂ_
ol +22 2 27

5.3 Integrales de funciones no acotadas. (Integrales
de 2° especie).

luego

a) Sif(x) no estd acotada solamente en el extremo x = adel intervaloa < x < b,
se define

b b

/ f(z)dz = lim f(z)dz. (5.4)
a =07 Jote

Si el limite del segundo miembro de (5.4) existe y es finito; se dice que la integral

del primer miembro es convergente; en caso contrario que es divergente.

7

converge v halla su valor.

dz
vz +1

Ejemplo. Demuestra que /

Solucién:
El integrando no es acotado en z = —1. Se define entonces la integral por
. 2|7
©odx . " odx . (z+1)3
S = hnﬁ S = hm+ 5 =
1 vVzr+1 e—0 1vVr+1 e—0 5 e

b) Sif(x) no estd acotada solamente en el extremo x = b del intervaloa < x < b,
se define

b—e
/b flz)dz = lirél+ flz)dz. (5.5)
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CAPITULO 5. INTEGRALES IMPROPIAS.

La integral del primer miembro de (5.5) se dice convergente o divergente segin que
exista o no el limite, y sea finito, del segundo miembro.

dx
\/1—x'

1
Ejemplo. Calcula /
0

Solucién:

Como el integrando no estd acotado para z = 1 hacemos

/] g [T 2R =
0 \/1-1'_5-~0+ 0 \/1—$—6—~0+ o
= lim {—2\/(—1+e)+2\f1] = lim [-2vE+2] =2

e—0+
Si f(x) no est4 acotada solamente en un punto interior z = z; del intervalo

a < x < b, se define entonces

/ = tim [ f@)det im [ fa)de (5.6)

+ +
a—0% J, e—0% Jroter

La integral del primer miembro de (5.6) converge o diverge seglin que existan o no
los limites y sean finitos, del segundo miembro.

1

Ejemplo. Calcula la integral / d—f
1T

Solucién:

Vemos que en zo = 0, el integrando es discontinuo, por tanto, la integral la debemos

expresar
Lde . 0=e1 gy . bodx
— = lim -+ lim —
1z e—0+ [_1 X eg—0t O-+ea T
calculemos por separado cada limite
U dx - 1
e lim — = lim |—— = lim j——+1| =
=0t f_ 1 X € —0+ T _4 e —0+ —€

luego en [—1,0] la integral diverge.

1 1
. T ) . 1
e lim — = lim |[—| = lim |[-14+—| =00

ea—0t O+eo x eg—0t T € eg—0t+ €3

luego en [0, 1] la integral también diverge.

Por tanto, la integral dada, diverge en el intervalo [—1,1].
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Nota importante.

Si hubiésemos calculado la integral dada sin tener
en cuenta la discontinuidad del integrando en zg =
0, habrfamos obtenido un resultado erréneo pues \\

ld 1
z_ 1Y _ (11N _ ., |
o 1 -1

lo cual es imposible como podemos observar al representar la funcién.

Puede suceder que los limites del segundo miembro de (5.6) no existan cuando €; y €
tiendan a cero independientemente. En tal caso es posible que el limite exista si se elige
€1 =€y = e en (5.6) o sea escribiendo

-1 zQ T

/:f(z) dz = lim {/:O_ef(x) dz + ’ f(z)dx} (5.7)

e+ zo-+e

si existe el limite del segundo miembro de (5.7) y es finito, se dice que este valor limite es
el valor principal de Cauchy de la integral del primer miembro.

> 4
Ejemplo. Determina si ‘/_ 1 (a:_—gl_)?

a) en el sentido “corriente”;

converge

b) en el sentido del valor principal de Cauchy.

Solucién:

a) Por definicién

/5—dJE = lim /1_61 de + lim /5 dz =
L@ amer )y @o1P et g @ 1P

=l ! ! + lim ! L
T \8 7 28) TS\ 28 T 32

y como los limites no existen, la integral no converge en el sentido corriente.

b) Pero

im /H dz +/5d_l" lmdi L L _11_3
oWy @o1p ) @-1F) T S \8 28 T2 32) 7 32

la integral existe en el sentido del valor principal de Cauchy. El valor principal es
3

32
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CAP{TULO 5. INTEGRALES IMPROPIAS.

Nota. Sila funcién f(z) definida en el intervalo [a, b] presenta en este intervale un nimero
finito de puntos en los que no esta acotada: a1, @y, ... ,an la integral de la funcién f(z)
en el intervalo [a, b] se define :

[t [ s [ seaes s [ e

si cada una de las integrales impropias del segundo miembro converge. Si por lo menos,
b

una de las integrales diverge, / f(z) dz es también divergente.
a

Si uno o los dos limites de integracién se hacen infinitos y ademds f(z) no
estd acotada en uno o mas puntos, el problema de convergencia se resuelve
descomponiendo la integral dada en integrales de los tipos anteriores.

Ejemplos.

1) Sea f(z) = —ya<b. Esta funcién es integrable en [a, b— €] para cualquier €

_t
(b—z)
|
tal que 0 < € < b — a. Estudia el valor de la integral impropia / (b_—) dx para
a — )

los distintos valores de a.
Solucién:

e Sia=1

b 1 ] b—e 1 ) b
dz = lim de= lim [~lnjb—z|], =
a e—0t

-z e—0t J, b—=z
= —613& nlb—b+el —1Inlb—all =€liré£[ln|e| —In|b—al] — oo,
luego para o = 1 diverge.
e Sia#1
b—e

b b= 1 1 1
———dz = i = gr=1lm |-—— =
/a bar o)y Boar f“[ _aH(b_@Q_]}

a

1y 1 | i [ 1 )
= = 1 — -
a— 1 enor (b—z)t], a—1leot (et (b—a)e!

Sia>1
1 . .
— o0 = la integral diverge.
(e)oT
Sia<1 .
ali_{g o e '—=0 (pues 1—a>0)
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5.3. INTEGRALES DE FUNCIONES NO ACOTADAS. (INTEGRALES DE 24 ESPECIE).

luego
1 1

A

= converge,
|
luego / ——— dz solamente converge para o < 1.
a (b - :I;)a

b .
dx converge si a<1

. (x—a) diverge si a>1 (5.8)

oo
2) Sea f(z) = mia y a > 0. Estudia la convergencia de la integral impropia / f(z)dz.
Solucidn:
e Sia=1

oo b
1 . b .
= 1 — = = — l__-
/af(:c)dz lim dz bggxoo[ln\,xﬂa I}Lrg[ln|b| Inlal] = 400

b—oo [, T

para o = 1 la integral es divergente;
e Sia#1

0 b b
/ f(l")d33=blim iadasz lim [— ! ! } =

_ -1
—+o0 J, T b—-+-00 a—lzgxt],

PN SU W 6 U S S S U [
T oa—lestoo |zol| T a1 |bel gel| T

a

Sia>1
L L — 0 =
- =
b1 >0 o)
(x%) = ! ( a‘l——l) = ! = convergente
T oa-1 " {a—1)a? gente.
Sia<1 )
_ pl-a>0
T i b« — =
(#%) — o0 = divergente.
Luego

o0
1
/ —dx y a>0 solamente converge cuando a > 1.  (5.9)
x
a
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CAP{TULO 5. INTEGRALES IMPROPIAS.

5.4 Criterios de convergencia.

e Para integrales impropias de primera especie

Los criterios que siguen se dan para casos en que un limite de integracién es <.
Hay criterios semejantes cuando un limite de integracién es (—oo) (con el cambio de
variable z = —t el limite de integracién queda o). Sino se dice otra cosa, se supone
que f(x) es continua y, por tanto, integrable en todo intervalo infinito a < z < b.

1) Criterio de comparacién para integrales de integrando no negativo.
a) Convergencia. '
Sea g(z) > 0 para todo z > a, y supéngase que /oc g(z) dx converge.
Entonces si 0 < f(z) < g(z) Vr>a ‘

o0
/ f(z)dz también converge.

Ejemplo.

o
/ e~ % dz converge pues
0

oo b
/ e dr = lim e *dz = lim [—-e ﬂ = — lim {e x] =
0 b—oo fq —o0 b—00
- !
=—lim [e* -~ ¢ = — lim [7—1} =
—oc b—oo | €
1 o0
Como <—=e"e / e % dx converge, entonces
e*+1 7 e 0
* dz ..
también converge.
o €*+1

b) Divergencia.

Sea g(z) > 0 para todo z > a y supéngase que / g(x) dx diverge.
Si f(z) > g(z) paratodo z > a = / f{z) dz también diverge.
Ejemplo.

1 1 > d
Dado que — > — para z > 2 y por la férmula (5.9) la integral / @
Inz =z s T

diverge, entonces

0 d
— también diverge.
9 Inz

226



5.4. CRITERIOS DE CONVERGENCIA.

2) Criterio del cociente para integrales de integrando no negativo.

a) Si f(z) >0y g(z) >0ysi lim f@) = A donde A # 0 6 # oo, entonces
T—00

. I 9(z)
/ flz)dz e / g(x) dx convergen ambas o divergen ambas.
“ o0 o0
b) SiA=0 e / g(z) dz converge = / f(z) dz converge.
“ o0 aOO
¢) SiA=00 e / 9(z) dx diverge = / f(z) dz diverge.
a a

Este criterio se relaciona con el de comparacién y se usa muy a
. 1 .
menudo en vez de éste. En particular tomando g(z) = — se tiene en
z
virtud de la férmula (5.9) el siguiente tecrema.

Teorema 5.1 Sea lim z®f(z) = A. Entonces
piande o)
0
i) / f(z)dz converge sia > 1 y A es finito.
aOC
it) / f(z)dz diverge st « < 1 y A#0 (puede ser infinito).
o .
Se pueden obtener criterios parecidos con g(z) = e™**.

Ejemplo 1.

=) 22
L PP dz converge porque tomando o = 2 > 1 resulta

lim 22 2 1
e’ diios 4

Ejemplo 2.
” __zdr diverge pues lim z L — de 1
T : =
0o Vzt+zi+1l = Vrt+z2+1
Ejemplo 3.
/‘” dz
1 Vet 4+ zi 47
5 dz
lim 22 - — == =1 0 00
T—00 Vb + 23+ 7 7 #
So1 1 / & ¢
= uego ——————  es convergente.
2 © ) Veroir 8
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CAPI{TULO 5. INTEGRALES IMPROPIAS.

3) Convergencias absoluta y condicional.

o (=]
f(z)dz se dice absolutamente convergente si / |f(z)| dz converge.
a

Si/ f(z)dz converge pero/ |f(z)] dz diverge, entonces / flz)dz se

a a
dice condicionalmente convergente.

o0 o0
Teorema 5.2 Sz'/ |f(z)| dz converge, entonces/ f(z)dz converge, es

a a
decir que una integral absolutamente convergente es convergente.

Ejemplo 1.

(o 9]
cos T
/ dz es absolutamente convergente v por tanto convergente pues
0

z2+1
* d > d
cosT ‘ dz < / ad v / =z converge.
x24+1| o 241 0o 2?2+1

/00
0
*° senzx *|senz ' senz
dz converge pero —— dz no converge, por ello dz
0 z 0 xZ 0 T

Ejemplo 2.
es condicionalmente convergente.

Cualquiera de los criterios utilizados para integrales de integrando no negativo, se
pueden emplear como criterio de convergencia absoluta.

e Para integrales impropias de segunda especie

Los criterios que vamos a ver se dan para el caso en que f(z) no es acotada en un
punto & = a solamente del intervalo a < z < b. Hay criterios parecidos cuando f(z)
no es acotada en z = b o en zo € (a,b).

1) Criterio de comparacién para integrales de integrando no negativo.

a) Convergencia.

o o}
Sea g(z) > 0 con a < z < by supdéngase que / g(z)dx converge.
a

b
Entoncessi 0 < f(z) < g(z)paraa < z < b, / f(z) dz también converge.

Ejemplo.
! < ! arax > 1
Vo1 Va_1°' '

5
Sabemos que /
1

5 dx .,
converge luego ———— también converge.
T — 1 .’L'4 -1
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5.4. CRITERIOS DE CONVERGENCIA.

b) Divergencia.

b
Sea g(z) > 0 con a < r < b y supdngase que / g(x) dz diverge. Entonces
a

b
si f(z) > g(z) paraa <z < b, / f(z) dz también diverge.

Ejemplo.
lnz S
(z=-3)*" (z-3)

- bara z > 3.

6 6

Como / _dz diverge (@ = 4,a = 3) entonces / _Inz dz también
3 (@—3) s (z—3)

diverge.

2) Criterio del cociente para integrales del integrando no negativo.
f(z)

a) Si f(z) >0y g(z) >0paraa <z < bysi lime—)=A#06#oo

b b
entonces / flz)dz e / 9(z) dz convergen ambas o divergen ambas.
¢ b b
b) SiA=0ena)e / g(z) dr converge = / f(z) dz converge.
IR ")
¢) SiA=ococena)e / g(z)dz diverge = / f(z) dz diverge.
a a
Este criterio se relaciona con el de comparacién y es un util sustituto del

-
(z —a)e

mismo. En partircular, tomando g(z) = se tiene por las conocidas

propiedades de la integral el

Teorema 5.3 Sea lim+(x —a)* f(z) = A entonces

z—a

b
i) / f(z)dz converge si a <1 y A es finito.
b
it) / flz)dz diverge st > 1 y A #0 (A puede ser infinito).

Si f(z) no estd acotada solamente en el limite superior estas condiciones se
reemplazan por las del

Teorema 5.4 Sea hl})l_(b —z)® f(z) = B, entonces

b
i) / f(z)dx converge st <1 y B es finito.

b
i1) / f(z)dz diverge st > 1 y B # 0 (B puede ser infinito).
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Ejemplo 1.

converge pues

/5 dx
1 Vzi-1

1 -1
lim(z—l)%-———,= lim l; =
z—1F (:1;4 - 1)5 z—1+ |zt =1

o (z-1) VI
T oD@+ V4o 2
Ejemplo 2.
/3 dz diverge pues
2 B—z)Vzi+1 gep

lim (3—x)—1——— 1
A TN e VT VIO

3) Convergencia absoluta y condicional.
. ' b
[, f(z)dz se dice absolutamente convergente si / |f(z)} dz converge, pe-
a
ro si / |f(z)] dz diverge, entonces / f(z)dz se dice condicionalmente

convergente.

Teorema 5.5 Sz/ |f(z)| dz converge, /f x)dz converge, es decir, que

una integral absolutamente convergente es convergente.

Ejemplo.
sen 1
<
N Yr—n
ademas
/ T 0 ( ! a=m)
converge (a==-,a=
r Jr—T7 & 3
entonces
47 47 .
sen T senz
dx converge, luego / dx converge (absolutamente).
/7, Vr—m = Jr—m
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5.5. CRITERIO DE CONVERGENCIA DE CAUCHY.
5.5 Criterio de convergencia de Cauchy.
Teorema 5.6 Criterio de convergencia de Cauchy.
Sea f(x) integrable en [a,z] ¥V x> A. Entonces

+oo

(z)dx es convergente si y solo si¥Ve>0 I M €R tal que

[ @

o0
Ejemplo. Demuestra que si / f(t)dt es absolutamente convergente entonces
a

a

|F(z) - F(«)] =

<e¢, YV, >M, siendo F(z) = / f(z)dz.

/ ” f(t) dt es convergente.

Solucién:

Vamos a utilizar el criterio de convergencia de Cauchy. Sea F(z) = / ’ ft)dey
F(z)= /I |f(u)| du. Sabemos que |F(z)| < Fi(z).

Si existe :rl—i>r-il:loo Fi(zr)=1lentoncesVe>0 I M>0, Vz,2'>Mconz>z

/

/ - | " 1) at

/lzf(t)dt~ <e=|F(z) - F(z)| <€

\Fi(z) - A2 = <e

@/I|f(t)|dt<e:>

oo
luego existe lim F(z) y por tanto / f(t) dt es convergente.
I—cC a

Importante. La convergencia no implica la convergencia absoluta.

® sent

dz.

Veamoslo con un ejemplo: la integral de Dirichlet / -
0

e Veamos que es convergente.

IN " I/I ’ " I”
senz cos ] cosz cosz’ cosz cosT
de = |— — —dr=——— —— — —— dz.
sz z Jw R o T x O

Dado que |a — b < |a] +]b],si 0 <z <z’ < o0

< 11 @ ] 11 11
1 senxdﬂ? <—+—,,+/ —-Q'dI:—+7+ —— =
1 ' X T X z X x

! ml
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1,111 1
T T T 2

Ve>0 3k/k<z<z <oo tomando k=%

*° sen z
luego dz es convergente.
0 T

e Veamos que no es absolutamente convergente.

Por conveniencia para la demostracién vamos a tomar como extremo inferior
z = 1, esto no nos va a alterar la convergencia o divergencia.

{e'e]
Llamemos I = / l_sir_x_ﬂ dz
1 z

1
|senz| > sen’z = 5(1 —cos2z) (pues —1<senz <1)

/°°|senxidx>E/“’@_l/wcos?xdx
1T -2 z 2/ z '

< dx .
Por un lado Y sabemos que es divergente.
1

entonces

Resolvamos ahora

/°° COSQxdx sen 2z °°_{_1/°Q sen2$d sen2+l OCsen?a:d
ot - €T = — _
1 z 22 |, 2/, «? 2 2 )1 2

n2c 1 <1
— <=y la = dx es convergente.
T z 1 T

se
que es convergente porque
Por tanto

* |sen x| . ,
=" dz > una divergente + una convergente =
1 x

o0
senx
I no es convergente luego / —~dz no es absolutamente convergente.
x
1

Ejercicios.

1) Calcula las siguientes integrales cuando converjan:

5 dx
‘ Sol.: 2;
) /4 vz —4
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2
dz
b / Sol.: .
) _2 \/4 — .’132
Vdzx
2) Discute para qué valores de p la integral / —, converge. Sol.: p< 1.
0 &

3) Estudia la convergencia de las siguientes integrales:

a) / - __d:v Sol.: convergente;
1 1+ 1'3 . S )
b) / & Sol.: divergente;
1 VIt a? B ’
c) / ser;xdx Sol.: absolutamente convergente;
z T
2
{o.o)
d) / & Sol.: convergente;
0 z(z—1)(z —2)
oo
e) / Ine dz Sol.: divergente.
1 T+e*
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Capitulo 6

Métodos Numéricos del Calculo
Integral.

6.1 Introduccion.

Para calcular una integral definida mediante la férmula

[ s =r - P

sabemos que primero tenemos que hallar una primitiva F' y, luego calcular sus valores en
los puntos a y b.

Pero esto a veces no es sencillo y a veces no es posible. Para integrales aparentemente sim-

1 1
ples como / Vzsenzdr e / €™ dz no existen funciones elementales cuyas derivadas
0 0

sean /T y e,

En este capitulo vamos a estudiar algunos métodos numéricos sencillos que nos permi-
tan evaluar integrales definidas, métodos que se pueden usar aunque no sepamos hallar
una primitiva. Dichos procedimientos utilizan solamente aritmética elemental y pueden

implementarse en el ordenador.
b
[ #twas

suponiendo que f es continua en [a, b] y, para simplicar nuestras figuras, que es positiva.

Centremos nuestra atencién en

Empecemos dividiendo [a,b] en n subintervalos, cada uno de los cuales tiene longitud
(b-a)

o
0, b] = [xo, 1] U ... Uzicy, @] U. .. U [Tait, Ta).

Sea

_b-a
=—

Al’z‘
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'
'

'

'

'

'

'

'

1

'

'

'
X

a=x X
o M

i-1 i n-1

La regién §); representada en la figura puede aproximarse de varios modos:

1) Por medio del recténgulo correspondiente al extremo izquierdo del subintervalo.

drea = f(zim1) Dy = vt

= flzs) (b ; a) .

2) Por medio del rectangulo correspondiente al extremo derecho del intervalo.

drea = f(z;) D= y

= flz) (b;“> .

3) Por medio del rectdngulo correspondiente al punto intermedio.

drea = f f_—lgi Az =
_ Tio1 + T b—a
- (=) (59)
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6.2. FORMULA DE LOS RECTANGULOS.

4) Por medio de un trapecio.

drea =

[flzic) + flz)] Aoy =
(o) + F(2)] (b - “) |

RO} O |

5) Por medio de regién parabélica. Se toma la pardbola y = Az? + Bz + C que pasa
por tres puntos indicados.

1 i i
wea = ¢ [+ a7 (B2 4 )| -
_ 1 (Tic1 +24) b—a
= e +a BB ) (222)).
Observad que si los tres puntos estdn ali- 4

la regién parabdlica se convierte en un tra-
pecio. En este caso, la férmula se reduce a
la del trapecio.

neados la parabola degenera en una recta y ]
1

Las aproximaciones de {2; que acabamos de consi-
derar da lugar a las estimaciones para l
!
i

/abf(x)dm

que veremos a continuacion.

6.2 Foérmula de los rectangulos.

1) La estimacién del extremo izquierdo del subintervalo

anb—a

[f(@o) + flz1) + ...+ flzn)] (6.1)

2) La estimacién del extremo derecho del subintervalo

b—a
n

R, = [flz1) + flza) + ...+ flzn)] (6.2)
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3) La estimacién del punto intermedio

: _b—a To+ T\ Tn_1+ Tn
e [p(mm) ey (=) 9

Observad que estas tres primeras estimaciones L, R, y M, son sumas de Riemann.

6.3 Férmula de los trapecios.

oo b [fle) S J) ) | S £ )
n 2 2 2 (6.4)
= %_n—a [f (o) + 2f (1) + .- + 2f (Tn1) + f(@n))-
6.4 Foérmula de Simpson.
La estimacién parabélica da lugar a la regla de Simpson
Se = LD f(a0) + flom) <2 @) oo+ Fln)]
(6.5)

+4 [f<x°;$])++f<m—i2—+i)]}

Nota. Cada una de las estimaciones puede usarse para aproximar la integral con tanta
precisién como se quiera. Todo lo que hay que hacer es tomar n suficientemente grande.
Ejemplo. Halla el valor aproximado de In2 = / i d—I aplicando cada una de las cinco
estimaciones. b

Solucién:

Aqui tenemos f(z) = % y el intervalo es [a,b] = [1.2].

Tomando n = 5, tenemos

b—a 2-1 1
Az; = = -
S 5 5
Los puntos de la particién son
56 T 8 9 1
0'_51 1—5: 2"57 3_57 4_57 3-5'

Las cinco estimaciones son entonces las siguientes:

1/5 5 5 5 5 1 1 1.1 1
Li=z(otodotodo)=(c++o+z+=) =075
° 5<5+6+7+8+9> (5+6+7+8+9> ’
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Rszz(mmﬁi):(1+1+1+1+i)g%5;
5\6 7 8 9 10 6 7 8 9 10

v (s mrmn) 2 (Femrmrmrs) 2o
F%(é 5 15 71) = (s ivsrsrm) =00
s 5[0+ 5 (+g+g ) s (L0220, 10, 1)) s g

. 1 .
Dado que el integrando — decrece en todo el intervalo [1,2], se puede esperar que la
z
estimacion del extremo izquierdo, 0’75, sea demasiado grande, mientras que la estimacién
del extremo derecho, 0'65 serd demasiado pequeia. Entonces las otras estimaciones deber
Ser mejores.

Mirando en una tabla, da, In2 = 0'693. Luego la estimacién 069 es correcta redondeada
hasta las centésimas.

2
Ejemplo 1. Halla el valor aproximado de f V4 + 23 dz mediante la regla del trapecio
0
(toma n = 4).
Solucién:
Cada subintervalo tiene longitud

b—a 2-0 1
A = = ——— = -
i n 4 2
Los puntos de particién son
1 3
zo = 0, =g, zo =1, T3 =1, Ty = 2.

Por lo tanto
T4=% [f(0)+2f<%) +2f()+2f (g) +f(2)} .

Utilizando una calculadora y redondeando hasta la tercera cifra decimal, tenemos

£(0) = 2000, f(%)%z'oal, £(1) = 2236,

f (g) ~ 9716, f(2) = 3'464,
luego

1
Ty ':V4(2000+4’060+4472+5432+3464)"’4858
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Ejemplo 2. Halla el valor aproximado de / ’ V4 + 8 dz por la regla de Simpson (toma
n=2). ‘

Solucién:

Hay dos intervalos cada uno de los cuales tiene longitud igual a

_b-a_2-0_

Lz n 2

1.

Aqui
1 2 3
[Co=07 CL‘1=1, 1,‘2:2 y ﬂ?=§’ $]—|2_$2=§.

La regla de Simpson nos da

Si=¢ [f<0> +£(2)+2f(1) +4f (%) +4f @)]

utilizando las estimaciones del ejercicio anterior, nos da

1
Sy = 3 (2/000 + 3'464 + 4'472 + 8124 4 10'864) = 4'821.

Ejercicio.

Calcula mediante diferentes métodos

3
/ (x3 +2z* — 1) dz.
1
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Capitulo 7

Series.

7.1 Conceptos previos.

La notacién sumatorio.

] 11 n—1 )
Para indicar la sucesién {1, CLViRe } podemos llamar a,, = <—2-) y escribir {a1,az, as, ... },

1 T
pero también podemos llamar b, = <§> y escribir {bg, b1,bs, ... }. En general podemos

n+p

1 .
llamar ¢, = | = v escribir {Cp, Cori1s Cpa2s - - - }- En este tema a menudo vamos a co-
9 J pr bp+is Cpt

nienzar con un indice distinto de 1.

El simbolo 3 es la letra griega sigma maytscula. Usaremos la expresion

n
E Ak
k=0

que leeremos: suma de a sub k, desde k igual a cero hasta n para indicar la suma:
ag+ay+ar+az+ ...+ A,

es decir, se define sumatorio desde k = 0 hasta n

n

Zakzao—i—m+a2+a3+.,.+an. (7.1)
k=0

En general, si n > m usaremos
n
E ak
k=m

para indicar la suma
Am + Q1 +...+ Qn,
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CAPITULO 7. SERIES.
es decir

n
E ak:am+am+1+---+an~ (

k=m

~1
[No)
~

En (7.1) y (7.2) se puede reemplazar la letra k por otra cualquiera que no haya sido
utilizada anteriormente. Por ello decimos que & es una variable muda. Por ejemplo la
suma

az+ a4 +as + ag +ay+ag

se puede indicar mediante cualquiera de los siguientes sumatorios:
8 8 8
E Qa;, E aj, E Qj..
=3 j=3 k=3
Propiedades

e La suma de dos sumatorios es igual al sumatorio de la suma

n

, zn:ak'*'ibk = Z(ak + bi) (7.3)
p =0

k=0

esto es,

(ag+ar+ ... +ap) +(bo+bi+...+by) =(ao+bo)+ (a1 +b)+ ...+ (an+b,).

e El producto de un ntimero real por un sumatorio es igual al sumatorio del producto
del escalar por cada término del sumatorio

! iak = iaak (7.4)
k=0 k=0

esto es,
afag+a+...+ap) =aag+aa +...+aa,.

e Descomposicion de un sumatorio

iak + Z ax = Zak (7.5)
k=0 k=0 o

k=m+1

porque

(ag+ a1+ ...+ an) + (@mar + 2+ ...+ @) =a+ar+ ...+ an
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7.1. CONCEPTOS PREVIOS.

A veces, serd conveniente cambiar los indices; observemos que

E ak—é Qe

k=j

dado que las dos son abreviaciones de a; + @11 + ... + ay.
n
Si todos los a, son iguales a un nimero fijo z, entonces E aj se puede escribir E Ty

_ k=0 k=0
evidentemente

n
Zx=m+x+‘..+m=(n+1)x
k=0

n
Como caso particular Zl =n+1
k=0
Mientras que se puede formar la suma de dos, tres, cien o mil niimeros, es imposible
formar la suma de una cantidad infinita de niimeros. Los mateméticos han respondido a
esta imposibilidad con la teoria de las series infinitas.

Definicién. Dada una sucesién 1nﬁnlta de numeros reales ag, a;, s, ... ,a,,... la expre-
sién
ag+a+a+...+a,+...

se llama serie nimérica y la representamos por

> (7.6)

k=0
G0, @1, .-+ Qp,... se llaman términos de la serie.
Ejercicios.
1) Demuestra que Z > /n.
‘\/_
2) Demuestra que para  # 1 Zn: ot = -2
ra que pa k=0. T
3) Verifica por induccién:
n 1 n
S k=sn(n+1), b) S @Qk-1)=
2
k=1 k=1
n n 2
ZAQ n (n+1) (2n +1), d) >k ={>k
k=1 k=
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CAPITULO 7. SERIES.

7.2 Convergencia de una serie.

Definicién. La suma de los primeros n términos de la serie se llama suma parcial
n-ésima de la serie y se representa

S,.=ag+a+...+a, (77)
Consideremos las sumas parciales:
So = ag
S) = ag + a;

So=ap+a;+ay

Sp=ag+a;+a+...+a,.
Con ellas podemos formar la sucesién {S, S1, Sz, ... }.

Definicién. Si existe lim S, y es finito, se representa por S = lim S,. Dicho limite S
n—0oC =00

o0
se llama suma de la serie Y a; v se dice que la serie converge. Si lim S, no existe,
k=0 n—2o0

o0
o0 no es finito, entonces se dice que la serie 3 a; diverge o no tiene suma.
f=0
o
Ejemplo 1. Sea la serie E 2. La n-ésima suma parcial viene dada por
k=0

n
: 1-2".2
Sp=) 2" =142+ +2=""""=

1-2
k=0
como lim S, = oo, la serie es divergente.
n—0o0
= 1
jemplo 2. — =
Ejemplo 2. Prueba que ;(IH_ D)
Para ello tenemos que demostrar que
lim S, = lim i;—l
nooe " Tt e (k1) (+2)
C ! ! L tenemos que
omo = — ~
k+1)(k+2) E+1 k=+2 d
1 1 1 1
= — =
Sn 12723 EY (n+1)(n+2)
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7.2. CONVERGENCIA DE UNA SERIE.

AU U AU U AU SR U WA S U O
T\l 2 2 3 3 4 n n+1 n+l n+2/)

1 _71—1—2—1_71—%—1
n+2  n+2  n+2

Luego
1
lim S, = lim nt =1
n—00 n—oc T, +
por tanto
o0
S FrE
2 e+1) (k+2)

Ejemplo 3.
o0

La serie Z(—l)k diverge pues, S, = —1 para n impar y S, = 0 para n par luego {Sn}
k=0

s una sucesién oscilante, por lo tanto no converge.

Ejemplo 4. Serie Geométrica.
Sea la serie

o
k=0

Sus sumandos son términos de una progresién geométrica de razdn g.

1_qn,q' 1 qn+1
Sp=1 o+ = = -
7 +g+q¢ +...+¢ 1—¢ 1-¢ 1-¢

por ser la suma de los n + 1 primeros términos de una progresién geométrica.

e Si|g| < 1 entonces lim ¢"*' — 0 y por tanto:
n—oo

. . 1 q 1
JEEOS"‘T}T;(l—q_ 1—q) T 1—g
. . 1
luego si |g| < 1. la serie (7.8) converge y su suma es S = ¢
e Si |g| > 1 entonces |¢"| — oo cuando n — oo y por tanto

n

— +00

lim S, = lim
n—oC n—oo - q

es decir, lim S, no existe. Luego si |q] > 1 la serie (7.8) diverge.

n—0co
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CAP{TULO 7. SERIES.

e Si q =1 la serie (7.8) tiene la forma
1+1+1+...4+1+...

Entonces S, =ny lim S, = lim n = oc. Luego la serie (7.8) también diverge.
n—o0

N0

e Si g= —1 la serie (7.8) toma la forma
1-141-1+1-1+...

En este caso
5 = { 0 cuando n es impar
=

1 cuando n es par

por consiguiente {S,} no tiene limite y la serie (7.8) diverge.

o
Resumen. La serie geométrica qu
k=0
- 1
e silg/<1, convergey qu =i
© k=0 -4
o0
e sijg/>1, qu diverge.
k=0

Ejemplo 5. Como caso particular de la serie geométrica tenemos la serie

-
1
Zﬁzl_l:z
k=0 2
Ojo, si en vez de k = 0 comenzamos en k = 1 las sumas parciales de la serie Z o son:
k=1
1 1 1 3 11 1 7 1 1 1 1 15
== =1 =2 =il g=Ziiiii ==
Si=35 S=gF7=p BT3TivETy 4TITITRTLCG

! ! ! ] | |

5, s, S, S, Ss

=1
luego Z? =1
k=1
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7.2. CONVERGENCIA DE UNA SERIE.

Teorema 7.1 Dada la serie

oC

Za,f=a1+a2+...+an+.‘. (7.6)
k=1

si converge la serie obtenide mediante la supresion en (7.6) de algunos de sus términos,
entonces converge también la serie dada.

Inversamente, si converge la serie dada, entonces converge también la serie obtenida me-
diante la supresidn de algunos de sus términos.

En otras palabras, en la convergencia de la serie no influye la supresion de un nidmero
finito de términos. Es decir

oo o0
E a, converge < E ax converge.
fe=0 k=j+1

Demostracién:

Sea S, la suma de los n primeros términos de la serie (7.6) y Cy la suma de los &
términos suprimidos, (notemos que cuando n es suficientemente grande, todos los términos
suprimidos estdn comprendidos en la suma S,) v sea o,_ la suma de los términos de la
serie que entran en la suma S, pero no entran en la Cj

Sn=(a +as+az+...+ar) + (Gt1 + Qa2 + an) = Cr + On—p.
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